MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - 29.03.2001 - Turma A

Questao 1. Calcule as seguintes integrais:

1 1
a) / / Vad + 1dxdy
o Juu

b) // x dzdy, onde D é a regiao do plano limitada pelas curvas y?> = v +2ey—ax+4 = 0.
D

Solucgao

a) A regiao de integracao é descrita pelas condigoes \/y < v < 1e0 <y < 1. Vamos
a aplicar o teorema de Fubini, invertendo a ordem de integracao podemos reescrever a regiao
como

Logo, a integral fica:
1 pl 1 pa?
// Va3 + ldedy = // Va3 + ldydx
0 /vy
1 2 2
= / Vot + 1de = = (90 +1)3/23| 9(23/2 ):5(2\/5—1).

b) Sejam P e @ os pontos de interse¢ao das curvas y> = z +2 e z = y + 4. Entao,
2
y —y—6=0¢e

(1i\/1+2) (1j:5)—3ou —2.

Portanto, P = (2,—2) e Q = (7,3). Assim, D pode ser escrita na forma
D={(z,y) €R?: 2<y<3ey*—2<ux<y+4}.

Logo,usando o teorema de Fubini obtemos

y+4 LL‘2
[ [ewiy=[ay [ var= [ ()
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1 1 /5y P
—— | G2 +8y+12 —yHdy = = 4 12
2/2(y+y+ yh)dy 2(3+y+y 5)
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Questao 2. Calcule o volume do sélido S descrito por
S={(r,y,2) eER*: 2 <y<2—a*2z>0ex+2<4}
Solugao Note-se que S é a regiao compreendida entre os cilindros parabélicos (ou calhas) y = x*

e y = 2 — 22, limitada inferiormente pelo plano z = 0 e superiormente pelo plano z = 4 — z (ou
T+ z=4).

calha y=2.x52
calha y = x*2
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A intersegao entre as calhas dé-se em: (z,7,2) € R3 tal que y = 2% e y = 2 — 22, isto é,
para 72 = 2 — 2%, assim =z = F1.
Logo, pelo teorema de Fubini temos,

V(S) = / / /S \dadydz = / /D < /0 4_de> dxdy

onde D= {(z,y) e R*: -1 <z < 1,22 <y <2— 2%}



Portanto
2

V(s) = //D(él—:v)d:vdy:/ll /2_ (4 — )dy da::/ll(4—x)(2—2x2)dx

1

2
= 2/ 4(1—x2)+(x3—x)dx:16/ (1—x2)dx+02%
-1

-1

Questao 3. Seja D a regiao do espaco IR? interior ao cilindro 224 y? = a? e exterior ao cilindro
22 +y? + ay = 0, compreendida entre os planos z =0 e o + z = b, onde b > a > 0. Calcule

| [ [ sy

Solugao:

Seja D’ o traco de D no plano zy. D’ é a regiao entre duas circunferéncias de equagoes
2?4y =a’ex®+ (y+ %)* = (%)% e portanto
D={(z,y,2) €R*: (z,9) €D e 0 <2< b—1x},

onde

r_ 2. .2 2 2 .2 a\? a\?
D'=<(z,y) e R : 2"+ y " <a”ex”+ y—|—§ > (= :

Pelo Teorema de Fubini, temos

I:///Dydxdydz://lUob_mydz] dxdy:/D/y(b—x)dxdy:b//]yydxdy.



o
O

(a segunda integral é zero, pois zy é impar com relagao a x e a regiao D’ é simétrica com relagao
ao eixo-y.) Logo,

I=5b (// ydxdy — // ydxdy> =) _ // y dxdy
x2+y2<a? 22+(y+a/2)2<(a/2)? 22+(y+a/2)2<(a/2)?
ap 3 a/2
O / dQ/ ———|—ps1n0)pdp—b/ (—T—F?mn@) do
0

(*) A primeira integral é zero pela mesma razao anterior.

(**) coordenadas polares: x = pcost, y = —5 + psinf, com 0 <O <27 e 0 < p < 4.



MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - 29.03.2001 - Turma B

Questao 1. Calcule as seguintes integrais:

//e dudy

x dzdy, onde D é a regiao do plano limitada pelas curvas y? = v +1ex—2y—2 = 0.
D

Solucao

a) A regiao de integracao é descrita pelas condicoes /y < o < 2e 0 <y < 4. Vamos
a aplicar o teorema de Fubini, invirtindo a ordem de integracao podemos reescrever a regiao
como

Logo, a integral fica:

4 r2 2 px? s 2 s
/ / e’ dxdy :/ / e’ dyd:B:/ z2e” dx
o Jyy o Jo 0

1 s, 1
=3¢ |3:§(68—1)«

b)Sejam P e @ os pontos de intersecao das curvas y> = z + 1 e z = 2y + 2. Entao,
¥ —2y—3=0e¢

(2:|:\/4+1 ) = (1:|:4)—30u ~ 1.




Portanto, P = (0, —1) e Q = (8,3). Assim, D pode ser escrita na forma
D={(r,y) eR?: -1 <y<3ey’—1<a2<2y+2}.

Logo, usando o teorema de Fubini obtemos

3 2y+2 3 [ 2 2y+2 1 /3
//xdmdy:/ dy/ acdx:/ — dyz—/ (6y* + 8y — y* + 3)dy
D -1 21 1\ 22 2J4

1 Y 128
(2 +4y* ——+3 =—
o\ T T T TS

Questao 2. Calcule o volume do solido S descrito por
S={(z,y,2) e R y*<2<2—y*2>0ey+2<4}
Solucao Note-se que S é a regiao compreendida entre os cilindros parabdlicos (ou calhas)

r = y?ex = 2 — y? limitada inferiormente pelo plano z = 0 e superiormente pelo plano
z=4—y (ouy+z=4).
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A intersegao entre as calhas dé-se em: (z,v,2) € IR? tal que v = y* e ¥ = 2 — 32, isto é para
y? =2 — g2, assim y = F1.




Logo, pelo teorema de Fubini temos,

V(S):///Sldxdydz://D(/04_ydz) dxdy

onde D= {(z,y) e R*: -1 <y <1,y*<x<2—y*}
Portanto

V<5>://D<4—y>dxdy=/ll (/;_y2<4—y>dm> dy:/ll(4—y)(2—2y2)dx:%

Questao 3 . Seja D a regidao do espaco IR? interior ao cilindro z? + y? = a? e exterior ao
cilindro z? 4+ y? — ay = 0, compreendida entre os planos z = 0 e x + 2 = b, onde b > a > 0.

Calcule/// y dxdydz.
D

Solugao:
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Seja D’ o traco de D no plano zy. D’ é a regiao entre duas circunferéncias de equacoes
> +y*=a* e’ + (y—%)* = (%)? e portanto
D={(z,y,2) ER*: (v,y) € D' e 0< 2 <b— 1},
onde
a\ 2 a\?2
D':{(a:,y)EIRQ:a:Q—l—yQSaQer—i—( ——) > (—) }

Pelo Teorema de Fubini, temos

I:///Dyd:cdydz://[)/ Vobxydz] da:dy:/D,y(b—:c)da:dy:b//yyda:dy.

(a segunda integral é zero, pois xy é fmpar com relagdo a x e a regiao D" é simétrica com relagao
ao eixo-y.) Logo,

I:b(// ydxdy—// yd;z:dy> =) —b// y dxdy
z2+y2<a? 22+ (y—a/2)2<(a/2)? 22+ (y—a/2)2<(a/2)?
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2 a/2 2
— (%) —b/ d@/ g+psil[10 pdp:—b/ (%+p—sin9>
.Y (5 ) o U473

T a3 @B ma’h
— — 4+ —sinb = — .
b/o (16+24sm)d9 3

(*) A primeira integral é zero pela mesma razao anterior.
(**) coordenadas polares: x = pcosfl, y = § + psinf, com 0 <0 <27 e 0 < p <
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