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24 de julho de 2021

Dissertativa (Versdo 1). Seja f :R — R uma funcdo continua satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) f(0)=0ef(-1/3)=-1/2;
(ii) xHerf(x) = +oo;
(iii) xgrpmf(x) =0;
(iv) f éderivdvel até segunda ordem em R\ {0};

(v) Existe uma funcgéo continua g :R — R tal que g(x) >0 para todo x € R e

3x+1

') = g —573- VX #0;

(vi) Existe uma fungdo continua h:R — R tal que h(x) > 0 paratodo xR e

9x% +6x—2
fx) = h(x)T,Vx #0.

(a) Usando a Regra de L'Hospital para calcular o limite, decida se f é derivavel em x = 0 e determine, em caso
afirmativo, f'(0).

(b) Estude f em relacao a seus intervalos de crescimento e decrescimento, intervalos de concavidade, pontos de
maximo e minimo locais e globais e pontos de inflexao.

(c) Esboce o gréfico de f.

Solugdo:
(a) Como f é continua e f(0) =0, podemos aplicar a Regra de LHospital para calcular

im fO-fO) _ m f(x)
x

x—0 x—0 x—0

e 8)Bx+1)
_}Cl_%f(x)—}cliI(l)T—+oo,

pois o numerador tende a g(0) > 0 e o denominador tende a 0 e é estritamente positivo. Logo, f ndo é derivavel
em x =0.

(b) O polindmio p(x) = 3x+ 1 possui —1/3 como sua tnica raiz e é estritamente crescente. Como x~'° € estrita-
mente positivo se x # 0, concluimos que f'(x) <0se x<—1/3 e f'(x) >0se —1/3 < x <0 ou x > 0. A continuidade de
f nos permite deduzir que f é estritamente decrescente em | — oo, —1/3] e estritamente crescente em [—1/3,+oo[. O
ponto x = —1/3 é o tinico ponto de minimo local de f (e € minimo global). f ndo possui pontos de maximo locais.

O polinémio g(x) = 9x?+6x—2 possui duas raizes reais: x; = (—1—v/3)/3 e x, = (~1++/3)/3. Comparando os sinais
de gede x°3, concluimos que f" é estritamente negativa nos intervalos ] — oo, X[ € 0, X2, e estritamente positiva em
1x1,0[ e ]1x2, +oo[. Logo, f tem concavidade para baixo nos dois primeiros intervalos e para cima nos dois tltimos. Os
pontos x =0, x = x; e x = x sdo pontos de inflexdo de f.
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(c) O gréfico de f tem o seguinte aspecto:
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Dissertativa (Versao 2). Seja f : R — R uma fungdo continua satisfazendo as seguintes propriedades:
(@) f0)=0ef(1/3)=-1/2;
(i) lim f(x)=0;
X—+00
(iii) lim f(x) = +oo;
X——00
(iv) f éderivdvel até segunda ordem em R\ {0};

(v) Existe uma fungéo continua g :R — R tal que g(x) >0 para todo x € R e

ron 3x—-1 )
f (x)—g(x)—xz,3 ,Vx #£0;

(vi) Existe uma fungdo continua h:R — R tal que h(x) >0 para todo xR e

-9x% +6x+2
f"(x) = h(x) —m Vx#0.

(a) Usando a Regra de L'Hospital para calcular o limite, decida se f é derivdvel em x = 0 e determine, em caso
afirmativo, f'(0).

(b) Estude f em relacao a seus intervalos de crescimento e decrescimento, intervalos de concavidade, pontos de
méximo e minimo locais e globais e pontos de inflexao.

(c) Esboce o gréfico de f.

Solucao:
(a) Como f é continua e f(0) =0, podemos aplicar a Regra de LHospital para calcular

lim [0 =10 =lim f;x)

x—0 x—0 x—0

gx)Bx-1)
2B %

1 / T
-ty )= i

pois o numerador tende a —g(0) < 0 e 0 denominador tende a 0 e é estritamente positivo. Logo, f ndo é derivavel
em x =0.

(b) O polinémio p(x) =3x—1 possui 1/3 como sua tinica raiz e é estritamente crescente. Como x>/3 é estritamente
positivo se x # 0, concluimos que f'(x) <0se x<0ou0< x<1/3e f'(x) >0se x >1/3. A continuidade de f nos
permite deduzir que f é estritamente decrescente em ] —oo,1/3] e estritamente crescente em [1/3,+oo[. O ponto
x =1/3 é o tinico ponto de minimo local de f (e € minimo global). f ndo possui pontos de méximo locais.

O polinémio g(x) = —9x2+6x+2 possui duas raizes reais: x; = (1 - V3)/3ex: =(1+v3)/3. Comparando os sinais
de gede x°3, concluimos que f" é estritamente positiva nos intervalos ] — oo, x1 [ € ]0, x2[, e estritamente negativa em
]1x1,0[ e ]1x2, +oo[. Logo, f tem concavidade para cima nos dois primeiros intervalos e para baixo nos dois tltimos. Os
pontos x =0, x = x; e x = X sdo pontos de inflexdo de f.
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(c) O gréfico de f tem o seguinte aspecto:
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Seja f : B — R uma fungdo derivével satisfazendo as seguintes propriedades:

« fl{z) > 0,Vz € R;

« f(0)=0;
& :I];I'nw f(E) =
. zh;mux} f(m) = —00.

Considere também a funcio g : B \ {0} — B definida por g(z) = f(z)e//®), Decida se cada afirmagio abaixo & verdadeira ou falsa:
A equacdo g(z) = 2 possui ao menos uma solucao real. Fals
A equacdo g(x) = 5 possui exatamente duas solugdes reais.

A funcdo g possui ao menos um ponto de maximo local.

A equacdo f(x) = 1 possui exatamente uma solucéo real. A solucdo desta equacdo & um nimero real estritamente positivo. Verdadeira

A funcdo g possui um Unico ponto de minimo local.
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Sua resposta esta parcialmente correta.

Vocé selecionou corretamente 4.
A primeira propriedade garante que f € estritamente crescente e, portanto, injetora. Em particular, f se anula apenas na origem. Além disso, como f é continuae lim f(z) = +oo0, pelo Teorema do Valor Intermediario sabemos que existe um tnico
T—400

nimero real p tal que f(p) = 1. De acordo com o crescimento de f, p € estritamente positivo. Logo, a afirmacdo "A equacio f(z) = 1 possui exatamente uma solugdo real. A solugdo desta equacgédo & um namero real estritamente positivo” é verdadeira.
Para estudar as outras afirmaces, estudamos a derivada de g:
g (z) = f'(z)e /@ (1 - i) ,Vz #£ 0.
f(z)
Os dois primeiros termos sio estritamente positivos. J4 a expressdo 1 — 1/ f(z) é estritamente positiva se, e somente se, f(z) < 0 ou f(z) > 1. Como f é estritamente crescente, f(0) = 0 e f(p) = 1, isto equivale a £ < 0 ou = > p. Concluimos,
portanto, que
g'(z) > 0,Vz €] — 00, 0[ U |p, +oo[
e
g'(z) < 0,Vz €]0, p[.
Disto decorre que g € estritamente crescente em |—o0, 0] e em |p, +o0|, e estritamente decrescente em |0, p|. Logo, £ = p & o Unico ponto de minimo local de g e g ndo possui pontos de méaximo locais.

As duas afirmac@es restantes sdo investigadas estudando o valor de g em seu minimo local p, bem como seus limites quando x tende a +c0, —0c0, 0* e 0. Estes limites valem, respectivamente, +o00, —00, +0c e 0 (os dois primeiros e o quarto séo
imediatos e o dltimo pode ser calculado usando a Regra de L'Hospital). Deste modo, g(z) < 0 para todoz < 0, e g(z) > g(p) = e, paratodo z > 0.Como 0 < 2 < e, a equacdo g(z) = 2 ndo possui solucio; por outro lado, pelo Teorema do Valor
Intermediario, a equacio g(z) = 5 possui exatamente duas solugdes (ambas pertencentes ao intervalo |0, +00]).

A resposta correta é:
A equacdo g(x) = 2 possui a0 menos uma solugdo real.

— Falsa,

A equacdo g(x) = 5 possui exatamente duas solugdes reais.

— Verdadeira,

A funcdo g possui ao menos um ponto de maximo local.

— Falsa,

A equacio f(z) = 1 possui exatamente uma solugdo real. A solugdo desta equacdo & um numero real estritamente positivo.

— Verdadeira,

A funcdo g possui um tnico ponto de minimo local.

— Verdadeira.



Seja f : R — R uma fungdo derivavel tal que f(0) = f'(0) = 0. Suponha que f seja duas vezes derivavel em o« = 0 e que f”(0) = 6. Suponha ainda que f(z) + 0 se z +# 0. O valor do limite ]jm(sin(:rzj 4 1]1”(’:} &
z-+0

RIS

Sua resposta esta correta.

Reescrevendo a expressdo dada como eln(sm(z?)H /=) basta caleular o limite do expoente, Como tanto o numerador quanto o denominador tendem a 0, podemos aplicar a Regra de |'Hospital:
In(sin(z?) +1) _ 2zcos(z?) 1 . 2zcos(z?) z 1
=0 flz) ~zo0sin(z?) + 1 f(z) =zo0sin(z?) +1z0 fi(z) 3’

pois o primeiro limite & igual a 2 e o inverso da expressdo que aparece no segundo limite tende, por definicio, 2 f"(0) = 6. Logo, o limite pedido € igual a J/e.

A resposta correta &:

e
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1 1
Seja F : R — R dada por F(z) = f dt. O valor da integra!f "' F(z)dz &
1 0

a 1—+2
10
b 1-—+2
36
¢ 1—+2
24
d. 1-—+2
18
e 1—\/5
30

Sua resposta esta incorreta.

De acordo com o 2° Teorema Fundamental do Célculo e com a Regra da Cadeia, F' é derivavel e

, 473
Fllz) = — Vz e R
Vil ml¥
Usando integracio por partes, tomando w = F(z) e dv = o'dz, temos du = F'(z)dz e v — ’i—:da:, de modo que
1 2pzy 1 pL 15
/ z F(z)dz = L()I - —f T
0 12 0 3 /s V1 + g1

A primeira parcela do membro direito € igual a zero. Ja a segunda parcela pode ser calculada via a substituicao 2 = 1 + z'%. Com esta mudanga, temos di = 16z e os extremos de integracao tornam-se, respectivamente, 1 e 2. Logo,

! N ! 1 .2 1-—2
11
z Flz)de = —— —dit = ——/t| = >
,/,, (=) 8), L& a1Ve, 24
A resposta correta é:
1—+/2

24



b
Seja f : B — IR uma funcdo derivavel, com derivada continua, tal que —1 < f(z) < 1 para todo x & R. Sabendo que f(a) = 1/3 e f(b) = 1/2, o valor da integral f W T &
i = T

a. V15— /8
2/30

b. V843
2,/6

¢ V24,15
6,/10

d /35— V24
2,/210

e V48— 35
4,/105

Sua resposta esta correta.

Fazendo a substituicio sinu = f(z), obtemos cos udu = f'(z)dz e

' =
fif{:ﬂ - dx:/‘icosu du:[ Sy du:fseczudu=tanu+c=—81nu+c
(A =(f(=))?)2 (1 — sin® u)3/2 cos? u P

Logo,
j“' f'(z) e f(=)
a (1= (f(=))?)3? V1-(f(2))?
A resposta correta é:
V83
2/6

b T2 1/3 1 1 /B8-43

u_\/1—1,34_\/1—1,’9:\/§ V8 9./6

f(z)

Sy

f'lz)



In
Sejam f(z) = 1—: e g(x) = — Inz. A érea da regido limitada pelos gréficos de f e de g e pelas retas £ = % ex =4éigual a

3. 17
5;(30m2 - 9)

b, 65
——(1801In6 — 49
512( )

5
el (A g —)
4( )

d. 82
—(160In3 — 64
729( )

e. 10 B
57 (B3 1)

Sua resposta esta correta.
4

A area pedida é igual a / |f(z) — g(z)|dz. Os graficos de f e de g se interceptam no ponto (1, 0). No intervalo [1/4, 1], temos g(z) > f(z); ja no intervalo [1, 4], temos f(z) > g(z). Deste modo,
1/4

4 1 4 1 4
— dr —= — dz — dr = — (i] In zd: 6 Inzdz.
jmmz) o(z)|dz fm(g(z) f(z))dz + / (f(z) — g(z))dz = —(1 + 1/16) /;4 zdz + (1 +1/16) [ zdz

A funcdo h(z) = ¢ Inx — z é uma primitiva de In z (que pode ser encontrada usando integracdo por partes). Logo, a area procurada é

B 17 4 17
+ o (zInz - :.:]I — T(s0m2 o).
s 16

17
—E(zlnz—::) "6

A resposta correta &:

17
5 (302 -9)



Considere a seguinte regido do plano: 4 = {(z,y) € B2:22 9z 3<y< 224 1}. O volume do solido obtido pela rotagdo de A em torno da reta horizontal y — —5 é igual a:

a. 8w

b. 637 4
¢ 117w

d. 997

e 135«

Sua resposta esta correta,

Fazendo uma translacio da regido A e dos graficos de f e de g de 5 unidades para cima, obtemos a regido B = {(z,y) e R? : 22 — 2¢ + 2 < y < —2? + 6} e as funcdes F(z) = 2° — 2z + 2 e G(z) = —z* + 6. F claro que os volumes de A e de
B sdo iguais. Notemos que os graficos de F e de G se interceptam em ¢ = —1 e £ = 2. Além disso, no intervalo [—1, 2], temos G(z) = F(z) > 0. Portanto, o volume da regido B é igual a

wa(G(z)]zda: - rfi(F(z))zda:.

1
Integrando as fungdes (F(z))? = z* — 42 + 822 — 8z + 4 e (G(z))? = 2* — 1222 + 36, obtemos a resposta 63.

A resposta correta &
637



cos
Seja f : B — R uma funcdo continua e considere F' : B — B definida por F(z) = sin ::f F(t)dt. Sabenda que a reta tangente ao grafico de F' em no ponto (m/4, F(w/4)) tem equacio y = 6z + 1, o valor de f(1/2/2) &
0

a w—2

b, 3w
— —4
2

¢ 3x—10

d. 5w
——8
2

e. 2r—6

Sua resposta esta incorreta.

Aplicando a Regra do Produto, a Regra da Cadeia e o 2° Teorema Fundamental do Calculo, deduzimos que a derivada de F'é
COS T
Fl(z) = coszf f(t)dt — sin® zf(cos ), Vz = R.
0

Em particular, em ¢ = wf4 temos

Va2
F'(n/4) ? [u F(t)dt — @

Por outro lado, de acordo com o enunciado, a reta y = 6z + 1 = 6(x — w/4) + 3x/2 + 1 é tangente ao gréfico de F em (w/4, F(x/4)). Isto significa que F(w/4) = 3n/2 + 1 e F'(n/4) = 6. Como
) Vv2/2
P/ =5 [ s,
0

concluimaos que

)

2 2 ’
de modo que f(v/2/2) = 3w — 10,

6

A resposta correta &:
3 —10



