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24 de julho de 2021

Dissertativa (Versão 1). Seja f :R→R uma função contínua satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) f (0) = 0 e f (−1/3) =−1/2;

(ii) lim
x→+∞ f (x) =+∞;

(iii) lim
x→−∞ f (x) = 0;

(iv) f é derivável até segunda ordem em R\ {0};

(v) Existe uma função contínua g :R→R tal que g (x) > 0 para todo x ∈R e

f ′(x) = g (x)
3x +1

x2/3
,∀x 6= 0;

(vi) Existe uma função contínua h :R→R tal que h(x) > 0 para todo x ∈R e

f ′′(x) = h(x)
9x2 +6x −2

x5/3
,∀x 6= 0.

(a) Usando a Regra de L’Hospital para calcular o limite, decida se f é derivável em x = 0 e determine, em caso
afirmativo, f ′(0).

(b) Estude f em relação a seus intervalos de crescimento e decrescimento, intervalos de concavidade, pontos de
máximo e mínimo locais e globais e pontos de inflexão.

(c) Esboce o gráfico de f .

Solução:
(a) Como f é contínua e f (0) = 0, podemos aplicar a Regra de L’Hospital para calcular

lim
x→0

f (x)− f (0)

x −0
= lim

x→0

f (x)

x
= lim

x→0
f ′(x) = lim

x→0

g (x)(3x +1)

x2/3
=+∞,

pois o numerador tende a g (0) > 0 e o denominador tende a 0 e é estritamente positivo. Logo, f não é derivável
em x = 0.

(b) O polinômio p(x) = 3x +1 possui −1/3 como sua única raiz e é estritamente crescente. Como x2/3 é estrita-
mente positivo se x 6= 0, concluímos que f ′(x) < 0 se x <−1/3 e f ′(x) > 0 se −1/3 < x < 0 ou x > 0. A continuidade de
f nos permite deduzir que f é estritamente decrescente em ]−∞,−1/3] e estritamente crescente em [−1/3,+∞[. O
ponto x =−1/3 é o único ponto de mínimo local de f (e é mínimo global). f não possui pontos de máximo locais.

O polinômio q(x) = 9x2+6x−2 possui duas raízes reais: x1 = (−1−p
3)/3 e x2 = (−1+p

3)/3. Comparando os sinais
de q e de x5/3, concluímos que f ′′ é estritamente negativa nos intervalos ]−∞, x1[ e ]0, x2[, e estritamente positiva em
]x1,0[ e ]x2,+∞[. Logo, f tem concavidade para baixo nos dois primeiros intervalos e para cima nos dois últimos. Os
pontos x = 0, x = x1 e x = x2 são pontos de inflexão de f .
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(c) O gráfico de f tem o seguinte aspecto:
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Dissertativa (Versão 2). Seja f :R→R uma função contínua satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) f (0) = 0 e f (1/3) =−1/2;

(ii) lim
x→+∞ f (x) = 0;

(iii) lim
x→−∞ f (x) =+∞;

(iv) f é derivável até segunda ordem em R\ {0};

(v) Existe uma função contínua g :R→R tal que g (x) > 0 para todo x ∈R e

f ′(x) = g (x)
3x −1

x2/3
,∀x 6= 0;

(vi) Existe uma função contínua h :R→R tal que h(x) > 0 para todo x ∈R e

f ′′(x) = h(x)
−9x2 +6x +2

x5/3
,∀x 6= 0.

(a) Usando a Regra de L’Hospital para calcular o limite, decida se f é derivável em x = 0 e determine, em caso
afirmativo, f ′(0).

(b) Estude f em relação a seus intervalos de crescimento e decrescimento, intervalos de concavidade, pontos de
máximo e mínimo locais e globais e pontos de inflexão.

(c) Esboce o gráfico de f .

Solução:
(a) Como f é contínua e f (0) = 0, podemos aplicar a Regra de L’Hospital para calcular

lim
x→0

f (x)− f (0)

x −0
= lim

x→0

f (x)

x
= lim

x→0
f ′(x) = lim

x→0

g (x)(3x −1)

x2/3
=−∞,

pois o numerador tende a −g (0) < 0 e o denominador tende a 0 e é estritamente positivo. Logo, f não é derivável
em x = 0.

(b) O polinômio p(x) = 3x−1 possui 1/3 como sua única raiz e é estritamente crescente. Como x2/3 é estritamente
positivo se x 6= 0, concluímos que f ′(x) < 0 se x < 0 ou 0 < x < 1/3 e f ′(x) > 0 se x > 1/3. A continuidade de f nos
permite deduzir que f é estritamente decrescente em ]−∞,1/3] e estritamente crescente em [1/3,+∞[. O ponto
x = 1/3 é o único ponto de mínimo local de f (e é mínimo global). f não possui pontos de máximo locais.

O polinômio q(x) =−9x2+6x+2 possui duas raízes reais: x1 = (1−p
3)/3 e x2 = (1+p

3)/3. Comparando os sinais
de q e de x5/3, concluímos que f ′′ é estritamente positiva nos intervalos ]−∞, x1[ e ]0, x2[, e estritamente negativa em
]x1,0[ e ]x2,+∞[. Logo, f tem concavidade para cima nos dois primeiros intervalos e para baixo nos dois últimos. Os
pontos x = 0, x = x1 e x = x2 são pontos de inflexão de f .

3



(c) O gráfico de f tem o seguinte aspecto:
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