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Questao 1. Seja

(a) (1,0) Verifique que f é continua no ponto zo = 0.

(b) (1,0) A fungao f é derivavel no ponto xy = 07?7 Justifique sua resposta.

(a) Notemos que

lim f(z) = lim 1=1= f(0) ;

z—0t z—0t

lim f(z) = lim (2% +2%)* = lim M@+

z—0~ z—0~ z—0~
In(2? + 2*
Seja g(z) = 3zln(z? + z') com z < 0. Entao lim g(x) = lim # Como
z—0~ z—0~ 5
3x
lim In(2? 4+ 2*) = lim Inu = —oco (pois lim (z* + 2*) = 0 e 2> + 2* > 0 para z < 0) e
x—0~ 1 u—0t z—0~
lim — = —oo concluimos que para calcular lim g(x) temos o caso ﬁ, e portanto podemos
z—0— 3% z—0~ —0o0
usar a Regra de L’Hospital.
3
In I2—|—I4 / (Qz+4z7) —3z(2 4 2
De lim M = lim x2_+1“34 = lim J;(—+2x) = 0 temos, por L’Hospital,
z—0~ <L> z—0~ 322 z—0~ 1+z
3z
que lim g(z) = 0. Logo lim e9® = 0 =1 (pois a funcao exponencial é continua). Portanto
z—0~ z—0~
lim f(x)=1= f(0) = lim f(z), e assim f ¢é continua em zy = 0.
z—0~ z—0
— £(0 3xln(z2+xt) _ 1
(b) Iremos calcular lim / ( , ou seja lim ‘
z—0~ x—0 z—0— Xz

Sejam h(x) = 3@+ ¢ [(2) = 2, para z < 0. Como lim (h(z)—1) = lim (f(z)—1) =
z—0~ z—0~
f(0O)—1=0 (pois f é continua em zy = 0) e lim [(x) = 0, podemos usar a Regra de L'Hospital

z—0~
para calcular lim M
z—0~ x—0

Note que



. (h(z) = 1) : : o 4 3z(27 4 423)
M Ty T A = i e (Bl )
lirgl <3h(x)ln(x2 +2t) + %ﬁ) = —oo (pois liI(I)l In(z?+ 2*) = —oo(como justificado em (a)),
=0~ z—0~
lim h(x) = lim f(x) = f(0) =1e lim aﬁ—iﬁj) = 6). Usando a Regra de L'Hospital concluimos
z—0~ z—0~ z—0~
que
_ 1V
@O 1
e—»0-  x—0 e=0-  U'(x)

Portanto f nao é derivavel em xy = 0.



Questao 2. Seja
(@) = (z +6)e'”

(a) (0,5) Determine os intervalos de crescimento e os de decrescimento de f.

(b) (0,5) Calcule os limites lim f(z), lim f(z), lirgl+ f(z), lim f(z).

Tr—+00o T——00 z—0—

(c) (1,0) Determine todos os valores de k € IR para os quais a equagao f(z) =k tem exatamente

duas solucoes reais.

a) Notemos que o dominio de f é IR\ {0} e que
(a) q féR\{0}eq
—1 2?—x—6
f/(l') = el/x + (Z’ + 6)61/3C (?) = el/z (T) .

Como a funcao exponencial é estritamente maior que 0 e 2 > 0 para x # 0 temos que o

sinal de f’ coincide com o sinal de z*> — z — 6 = (z + 2)(z — 3). Portanto temos que
f'(z) > 0 para © < —2;
f'(z) < 0 para —2 <z < 0;
fl(x) <0para0 <z <3;
f'(z) > 0 para « > 3.
Portanto, usando que f é continua, temos que
f ¢é estritamente crescente em | — oo, —2J;
[ ¢é estritamente decrescente em [—2,0 |;
[ ¢é estritamente decrescente em |0, 3J;

f ¢é estritamente crescente em [3, +00[.



b) i = is i 6) = lim e'/* = e’ = 1 vist lim — =0
()x_lgloof(:v) +00, pois x_lgloo(x+ ) = 400 e Jim e e visto que lim — e

exponencial é uma fun¢ao continua;

1
lim f(z) = —o0, pois lim (v46) = —oc e lim e'/* = ¢ = 1vistoque lim ~ = 0 e exponencial
T——00 T——00 T——00 T——00 I
¢ uma fungao continua;
lim f(x) = +oo, pois lim (x +6) =6 e lim e/ = lim e = 400 visto que lim — = 4o0;
z—07t z—07F z—0t u—+00 z—0t T
lim f(z) =0, pois lim (z+6) =6 e lim e/ = lim e =0 visto que lim — = —oo0.
z—0~ z—0~ z—0~ U—>—00 =0~ T

(c) A partir dos intervalos de crescimento e de decrescimento de f, utilizando os limites calculados
em (b) e sabendo que f é derivavel em todos os pontos de seu dominio(e portanto o seu grafico nao

apresenta “bicos”), podemos afirmar que o gréafico de f é da seguinte forma:

e

A partir do grafico acima podemos observar que ao passarmos retas paralelas ao eixo Oz, como

mostra a figura abaixo,




temos que a reta y = k intercepta o grafico de f duas vezes se 0 < k < f(—2) = 4e~'/2 ou se
k > f(3) = 9¢'/3. Portanto a equacdo f(x) = k tem exatamente duas raizes reais se, e somente se

0<k<d4e Y2 ouse k > 9e'/3,



Questao 3. Considere a funcao definida em IR dada por

2

F(x):/j x cos (t* — 16) dt .

(a) (1,0) Calcule F'(z).

(b) (1,0) Determine o polinomio de Taylor de ordem 2 de F' em torno de zp = 2.

2

(a) Seja G(z) = / cos (t* — 16) dt . Entdo F(z) =z G(z), para z € R.
4

Defina a fungao A(u) = / cos (t* — 16) dt, para u € R. Dessa forma, G(z) = A(z?), para
4
z € IR.

Como a fungao [(t) = cos (t* — 16) é continua em R temos que a funcdo A é derivdvel em

R e A'(u) = cos (u2 — 16), para todo u € IR. Portanto G é derivavel em IR, e temos

F'(z) = G(z) +2G'(z) = A(2®) + 2 A'(2%)2z = A(2?) + 22° cos (z* — 16)

2

= 222 cos (1:4 - 16) —l—/ CosS (t2 - 16) dt.
4

(b) De F'(z) = A(2?) 4 222 cos (2* — 16) , temos que
F"(z) = A'(2*)2z + 4z cos (z* — 16) — 22”sen (2" — 16)42°
e portanto

F"(z) = 2z cos (z* — 16) + 4z cos (z* — 16) — 8z°sen(z* — 16) .

O polinomio de Taylor pedido é:

P(z)=F(2)+ F'(2)(x —2) + FHQ(2) (z —2)°.

Utilizando as derivadas acima e que A(4) = 0 temos que F(2) = 2G(2) = 2A(4) = 0,
F'(2) = A(4) + 8 cos(0) =8 e F"(2) = 4cos(0) 4+ 8cos(0) — 256 sen(0) = 12. Logo

P(x) =8(z — 2) +6(z — 2)°.
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A

Questao 5. Um fabricante necessita comprar caixas retangulares com tampa que tenham um volume
fixado V' e 3 metros de comprimento.

(a) (0,5) Se z representa a largura da caixa a ser construida, determine a quantidade de material

gasto na fabricagdo da caixa em funcdo de z.

(b) (1,5) Para gastar a menor quantidade possivel de material na fabricacio dessas caixas, quanto

devem medir a largura e a altura? Justifique cuidadosamente sua resposta.
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Questao 1. Seja

(a) (1,0) Verifique que f é continua no ponto zo = 0.

(b) (1,0) A fungao f é derivavel no ponto xy = 07?7 Justifique sua resposta.

(a) Notemos que

lim f(z) = lim 1=1= f(0) ;

z—0t z—0t

lim f(z) = lim (2% + 2% = lim 2@+

z—0~ z—0~ z—0~
In(2? + 2*
Seja g(z) = 2zIn(z? + z') com z < 0. Entao lim g(z) = lim # Como
z—0~ z—0~ .
2x
lim In(2? 4+ 2*) = lim Inu = —oco (pois lim (z* + 2*) = 0 e 2> + 2* > 0 para z < 0) e
x—0~ 1 u—0t z—0~
lim — = —oo concluimos que para calcular lim g(x) temos o caso ﬁ, e portanto podemos
z—0— 20 z—0~ —0o0
usar a Regra de L’Hospital.
3
In I2—|—I4 / (Qz+4z7) —21(2 4 2
De lim M = lim x2_+1“34 = lim J;(—+2x) = 0 temos, por L’Hospital,
z—0~ <L> z—0~ 522 z—0~ 1+z
2z
que lim g(z) = 0. Logo lim e9® = 0 =1 (pois a funcao exponencial é continua). Portanto
z—0~ z—0~
lim f(x)=1= f(0) = lim f(z), e assim f ¢é continua em zy = 0.
z—0~ z—0
— £(0 2zIn(z2+a*) _ 1
(b) Iremos calcular lim / ( , ou seja lim ‘
z—0~ x—0 z—0— Xz

Sejam h(x) = >+ ¢ [(2) = 2, para z < 0. Como lim (h(z)—1) = lim (f(z)—1) =
z—0~ z—0~
f(0O)—1=0 (pois f é continua em zy = 0) e lim [(x) = 0, podemos usar a Regra de L'Hospital

z—0~
para calcular lim M
z—0~ x—0

Note que



. (h(z) = 1) : : o 4 2x(2% + 423)
M Ty T A e = i e (el )
lirgl <2h(x)ln(x2 +2t) + %ﬁ) = —oo (pois liI(I)l In(z?+ 2*) = —oo(como justificado em (a)),
=0~ z—0~
lim h(x) = lim f(x) = f(0) =1e lim Q(ﬁ—if) = 4). Usando a Regra de L'Hospital concluimos
z—0~ z—0~ z—0~
que
_ 1V
@O 1
e—»0-  x—0 e=0-  U'(x)

Portanto f nao é derivavel em xy = 0.



Questao 2. Seja
fla) = (z+2)e!/”

(a) (0,5) Determine os intervalos de crescimento e os de decrescimento de f.

(b) (0,5) Calcule os limites lim f(z), lim f(z), lirgl+ f(z), lim f(z).

Tr—+00 T——00 z—0—

(c) (1,0) Determine todos os valores de k € IR para os quais a equagdo f(z) =k tem exatamente

duas solucoes reais.

(a) Notemos que o dominio de f é R\ {0} e que
—1 e

Como a funcao exponencial é estritamente maior que 0 e 2 > 0 para x # 0 temos que o

sinal de f’ coincide com o sinal de 2> — z — 2 = (z + 1)(z — 2). Portanto temos que
f'(x) >0 para z < —1;
f'(x) <0 para —1 <z <0;
fl(x) < 0para 0 <z <2
f'(x) > 0 para z > 2.
Portanto, usando que f é continua, temos que
f ¢é estritamente crescente em | — oo, —1J;
f é estritamente decrescente em [—1,0 |;
f é estritamente decrescente em |0, 2J;

f ¢ estritamente crescente em [2, +00[.



b) i = is i 2) = lim e'/* = e’ = 1 vist lim — =0
()x_lgloof(:v) +00, pois x_lgloo(x+ ) = 400 e Jim e e visto que lim — e

exponencial é uma fun¢ao continua;

1
lim f(z) = —o0, pois lim (v42) = —occ e lim e'/* = ¢ = 1vistoque lim ~ = 0 e exponencial
T——00 T——00 T——00 T——00 I
¢ uma fungao continua;
lim f(x) = +oo, pois lim (z +2) =2 e lim e/ = lim e = 400 visto que lim — = 4o0;
z—07t z—07F z—0t u—+00 z—0t T
lim f(z) =0, pois lim (z +2)=2 e lim /" = lim e =0 visto que lim — = —oo0.
z—0~ z—0~ z—0~ U—>—00 =0~ T

(c)A partir dos intervalos de crescimento e de decrescimento de f, utilizando os limites calculados
em (b) e sabendo que f é derivavel em todos os pontos de seu dominio(e portanto o seu grafico nao

apresenta “bicos”), podemos afirmar que o gréfico de f é da seguinte forma:

A partir do grafico acima podemos observar que ao passarmos retas paralelas ao eixo Oz, como

mostra a figura abaixo,




temos que a reta y = k intercepta o grafico de f duas vezes se 0 < k < f(=1) = e™! ou se

k > f(2) = 4e'/2. Portanto a equacdo f(x) = k tem exatamente duas raizes reais se, e somente se

0<k<elousek>4del/?



Questao 3. Considere a funcao definida em IR dada por

(a) (1,0) Calcule F'(z).

(b) (1,0) Determine o polinomio de Taylor de ordem 2 de F' em torno de zp = 3.

2

(a) Seja G(z) = / cos (t* — 81) dt. Entdo F(z) =z G(z), para z € R.
9

Defina a fungao A(u) = / cos (t* — 81) dt, para u € R. Dessa forma, G(z) = A(z?), para
9
z € IR.

Como a fungao [(t) = cos (t* — 81) é continua em R temos que a funcdo A é derivdvel em

R e A'(u) = cos (u2 — 81), para todo u € IR. Portanto G é derivavel em IR, e temos

F'(z) = G(z) + 2 G'(z) = A(2®) + 2 A'(2%)2z = A(2?) + 22° cos (z* — 81)

2

= 222 cos (1:4 - 81) + / CosS (t2 - 81) dt.
9

(b) De F'(z) = A(?) 4 222 cos (2* — 81) , temos que
F"(z) = A'(2*)2z + 4z cos (z* — 81) — 22%sen (2" — 81)42°,
e portanto

F"(z) = 2z cos (z* — 81) + 4z cos (2! — 81) — 8z°sen(z* — 81)..

O polinomio de Taylor pedido é:

P(x)=F3)+ F'(3)(z —3) + FHQ(?)) (z —3)°.

Utilizando as derivadas acima e que A(9) = 0 temos que F(3) = 3G(3) = 3A(9) = 0,
F'(3) = A(9) + 18 cos(0) = 18 e F"(3) = 6cos(0) + 12cos(0) — 1944 sen(0) = 18. Logo

P(z) = 18(x — 3) + 9(z — 3)%.



Questao 4. Calcule as seguintes integrais:

cos (In(7z))

T

(2)(1,0) / dz (b)(1,0) /01 ( + 32) % dx

Solucao:

1
(a) Fazendo u = In(7x) iremos obter du = o 7dr = — dx. Portanto
T x

1
/COS(H(M))dm:/cosudu:senu+k:sen(ln(7x))+k‘

T

(b) Usando o método de integragao por partes com u = x?+3z e dv = €%*dz, teremos du = (2x+3)dx
6z
e
e v = —. Logo,
6 g

6x 6x
/(x2 +32)e%dr = (2 + 31‘)% - / %(2:6 +3)dx
2 e’ 1 6
= (z +3x)?—6 (2x + 3)e™dx

Para a tultima integral, usamos novamente o método de integracao por partes com u = 2z + 3 e

dv = e%*dx, obtendo

6x 6x 6x 1 6x
/(2x+3)66xdm: (2x+3)6——/6—.2d95: (2x+3)67_,.€7+/§
6 6 3 6
Portanto,
o1 LS| 9% + 247 — 4
/(x2 + 37)e%dr = (z* + Sx)e— - 6[(2x + 3)% ~ 18 0] = HJ«EM +k
e
1 29¢5 — 4
2 6x
3 dr = ——
/0 (x* 4 3z)e’dx 7



B

Questao 5. Um fabricante necessita comprar caixas retangulares com tampa que tenham um volume

fixado V' e 2 metros de comprimento.

(a) (0,5) Se x representa a largura da caixa a ser construida, determine a quantidade de material

gasto na fabricacao da caixa em fungao de x.

(b) (1,5) Para gastar a menor quantidade possivel de material na fabricagao dessas caixas, quanto

devem medir a largura e a altura? Justifique cuidadosamente sua resposta.

Solucao:

v
O volume da caixa ¢ dado por V' = 2zh, sendo h a altura da caixa. Portanto, h = 5 bara (x> 0).
x

Note que V' é constante enquanto que x e h variam.

(a) A quantidade de material gasto é dada pela area da superficie da caixa A(x) = 2(2x+zh+2h) =

417—|—2(:v—|—2)2v

—, OU seja,
x

2
A(:v):4x~|—Vﬂ, x>0
x

(b) Como A ¢é derivével para todo x > 0, os pontos criticos da fungdo A s@o as soluges da equagao
Al(z) = 0.

—2- 2
A'(I)=4+Vxx2x=4—x‘2/ez4’(x):0 = 42 =2V = 22 =Y.

[\

o<

Como x > 0, temos = =

Também vemos que A’(z) < 0 para 0 < z < \/g e A'(z) > 0 paraz > \/g Portanto, A é decrescente

no intervalo |0, \/g [, crestente no intervalo | %, + oo e xy = \/g é ponto de minimo absoluto de A.

A largura da caixa que minimiza os gastos com material é xg = 4/ % e a altura é hy = % = %
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