MAP-121 CALCULO NUMERICO

Solucao da lista de Exercicios n° 2

1. Desejamos aproximar f(z), tabelada en n pontos distintos xi,xs, ..., x, mostrada na
tabela em baixo, por uma fungio g(z) = Z?:o a;g;(z), onde go(z) = 1, g1(x) = cosz,
g2(x) = sinz.

x| -7 —-7w/2 0 w/2 =
fl@) | -1 2 0 -2 1

Uma forma de aproximar é usando o MMQ. Para isso, devemos resolver o seguinte
sistema normal

<g0,90 > <go,g1 > <go,92> ao < go, f >

<91,9 > <g1,91> <4g1,91> a1 =| <9, f>

<g2:90 > <g2,91> <g2,92> az < g2 f>
onde < g, f >:= >, g(x;) f(x:), sendo n o nimero de dados da tabela.

<ag> = Yl = Y[ =5
o> = <grgo>=Y oo (e) = 3 (1).cos(z:) = cos(—m) + cos(—m/2) + cos(0) +

+cos(m/2) +Z:(;s(7r) =-1+40 +i1:ir 0-1=-1

< go,g2> = < go2,00 >= igo(:ﬂi).gz(ﬂ?i) = i(l).sen(wi) = sen(—m) + sen(—m/2) + sen(0) +
+sen(n/2) ﬁ;n(w) =0-1+ 07111 +0=0

<gug1 > = i[gl (@) = i[c’OS(ﬂci)]2 = (cos(—))* + (cos(~m/2))* + (cos(0))* +
f(lcos(w/Q))2 -::(1005(7r))2 =14+04+14+0+1=3

<g1,92> = < g2,01 >= igl(:ﬂi).gg(azi) = icos(xi).sin(azi) = cos(—m).sen(—m) +
+cos(—w/2).;:el11(—7r/2) + +cos(}):)1.sen(0) + cos(r/2).sen(w/2) + cos().sen(m) =
= (=1)(0) + (0)(=1) + (1)(0) + (0)(1) + (=1)(0) = 0

S = Dlpll = Ylsen(@l = (sen(-m)? + (sen(—/2))? + (sen(0))” +

;I-(sen(ﬂ/Z))2 -|y-_(sen(7r))2 =0+14+0+1+0=2



5

>_go(@i)-flwi) =D _(f(w) = —1+2+0-2+1=0

i=1

<gO?f>

<onf> = S o) @) =3 cos(e) flam) = (~1)(=1) + (0)(2) +
=1 i=1

L)(0) + (0)(=2) + (~1)(1) = 0

S o) flz) = 3 sen() fla) = (0)(—1) + (~1)(2) +

=1 i=1

+(0)(0) + (1)(=2) + (0)(1) = —4

< go, f >

Logo o sistema fica:

Resolvendo, temos:

as = =2
a = 0
ago = 0

Portanto a fun¢ao aproximante pelo MMQ seré:
g(z) = —2sen(z) <
. Da tabela mostrada,

¢ |0 04 08 12 16
f@) | 021 125 231 270 2.65

observa-se que o dominio de defini¢do da funcéo, f(z), é distinto do dominio, onde foi

definido o produto interno
2

(u,v); = Z u(s)v(s).

§=—2

Entretanto, podemos relaciona-los por intermédio da transformacao de variaveis

£(s) = 2(s +2),

)
cuja inversa é dado por
b)
s(z) = 3%~ 2.
A fungdo F(s) := f(z(s)), estda definida nos pontos desejados, e serd a funcio a se

aproximar.



s = -2 o F(-2) = f(0 = o021
s = -1 = F(-1) = f04) = 125
s = 0 — F0O) = f08 = 231
s = 1 = F1) = f12) = 270
s = 2 o F@2 = f(16) = 265

Os valores dos polinémios nos pontos -2, -1, 0, 1, 2 sdo mostrados na seguinte tabela

s | po(s) | pi(s) | p2(s) | p3(s)
2 1 —1 1| -1
-1 1 —0.5 | —0.5 2

0] 1 0] -1 0

1| 1 05| —0.5 2

21 1 1 1 1

Aproximamos F'(s) pela funcdo G(s) = agpo(s) + aip1(s) + aspa(s) + azps(s) e, devido
a ortogonalidade de p;(s), 0 < i < a, com relagdo ao produto interno dado, os valores
dos a; sdo encontrados como se mostra a seguir

ao

431

a2

a3

< F,pg >

< Po,Po >

(0.21)(1) + (1.25)(1) + (2.31)(1) + (2.70)(1) + (2.65)(1)
12412 +12 412 412

9.12
— =182
5 824

< F,p1 >

<p1,p1 >

(0.21)(—1) + (1.25)(—0.5) + (2.31)(0) + (2.70)(0.5) + (2.65)(1)
(=1)2 4 (=0.5)% + 0% + (0.5)2 412

3.165
W —_ 1.26

< F, P >

< p2,p2 >

(0.21)(1) + (1.25)(=0.5) + (2.31)(=1) + (2.70)(—0.5) + (2.65)(1)
(1)2 + (-0.5)2 + (—1)2 4+ (—0.5)2 + 12

—1.425

35 = —0.407

< F,py >

< p2,p2 >

(0.21)(=1) + (1.25)(2) + (2.31)(0) 4 (2.70)(=2) + (2.65)(1)
(=12 +(2)2 4+ (0)2 4+ (—2)2 + 12

—0.46

— = —0.04
10 046




logo,

G(s)

Retornemos a variavel z, mediante, s(z) =

Temos:

g()

1.824 + 1.266% —0.407

(52— 2)
2

—0.046
6

(552 — 17s)

1.824 + 0.633s — 0.2035(s% — 2) — 0.0077(5s> — 17s).

5
2

2x — 2.

G(s(z)) =1.824 + 0.633(255 -2) -

0.2035[(;@ —2)2 2] - 0.0077[5(gw —2)2 — 17(gw —-2)].
0.7032 + 1.90975x — 0.2420(2.5z — 2)?

O calculo de ¢(0.7) = 2.0249. $

3. Para encontrar o polinémio que interpola o conjunto de dados na forma de Newton,

temos que encontrar os valores da tabela de diferencas divididas abaixo

onde

f[anxl]
f[»’Ul, 332]

flxo, w1, 2]

logo:

z; yi = fo=f(z) | f f2
o = 0 1
f[l.O’xl]
T = 1 -1 f[xO,LUl,wQ]
f[2131,$2]
T2 = 4 1
(flz1] = flzo])/ (z1 — 20) = = =
(flw] = flaa))/ (@2 — 21) = hoen =
= (flar,@2] - flao,a) /(w2 —m0) = 352 =

a) O polinémio de grau < 2 dado pela forma de Newton é:

p2()

flzo]l + (z — x0) f[zo, 21] + (z — o) (z — 1) f[T0, 71, T2]

1+ (=2)x+ %x(:r -1

2,2 _ 8
3T 3:L'+1

b) Valor de p»(3) sera:

2/3



c) Sabe-se que o erro na interpolacao polinomial estd delimitado por:

(@ — o) (x — 21)(x — @)
|E(z)] < CES M,
com M =max,cjoq |[f®)(z)] =1

Logo
3-03-1)(3—-4
e LG
4. f; 4z nossa funcdo integrando é : f(z) = 1.
O erro no método dos Trapézios é delimitado por:

(b— ‘1)3 2
12n2 we[aﬁ] £ @)l

[Er| <

em nosso €aso, temos:

(7-2)° (2)
Er
[Er| < 12n2 zrg[%)g] (@)l

Mas, fV(z) = =; f2(z) = & e f©®) < 0 para z € [2,7], portanto f(?) ¢ estritamente
decrescente e atinge seu maxnno em x = 2.
2 1
2)y= 2 ==
Entao: 5 0
58 1 sy 25%10
< ——-=< - > — > .
[Br| < 557 < 5x107° > S~ n 222821773

Portanto para aproximar a integral de acima, precisamos aplicar pelo menos 22822
vezes o método dos Trapézios.

O erro no Método de Simpson é delimitado por:

—CL5
=0 ox 1@ ()]

Er| <
Br| < Segont 22

Para nosso caso sera:

(7-2p (4)
Ep| <
Er] < Segond J&%f%'f @),

mas, fP(z) = Z; fO(2) = S fW(z) =2 e fO(z) <0 para € [2,7], entdo
f@®(x) é decrescente em [2, 7] portanto atlnge seu méximo em z = 2, fW(2) =% =3

logo:

(5)° 3 9, 5% x 10® 5 x 102
Ep| < Z2<5x1 >2 2 > 22 2 112.9502
[Br| < Segonig <2 %107 Z 96x4 "7 /o061 93025

portanto, para aproximara integral precisamos de aplicar 113 vezes o método de Simp-
son. <



5. (a) Sabe-se que os polinémios de Lagrange sdo dados por

(x —x0)(® —21)..(x — mi—1) (T — Tig1)...(® — my)
(m; — o) (@ — 1) (w5 — 2i—1) (i — Digr)- (25 — T0)

Li(z) =

onde os z; sdo diferentes, i = 0,1,2,...,n.. Logo para nosso caso:

Lo(iL') — (.'I?—iL'l)(IL'—:L'Q)(.'I?—:L'g) _ (IL'—].)(.'E—2)(:L'—25)
(370 - 371)(1'0 - 372)(370 - 1'3) (05 - 1)(05 - 2)(05 - 25)
= —%(w—l)(az—2)(w—2.5)
Li(z) = (z —wo)(x —ws)(x —w3) _ (2 —05)(x—2)(z—25)
(x1 — o) (21 — x2) (21 —23) (1 —0.5)(1 —2)(1 —2.5)
= %(:L‘ —0.5)(z — 2)(z — 2.5)
L (:L') — (-T - :L'())(:L' - xl)(-'lf - IL'3) _ (:L' - 0.5)(:17 — 1)(:1} — 2.5)
’ (@5 — 20) (w2 — 1) (@2 —x3) (2= 0.5)(2—1)(2 - 2.5)
= —§($—0.5)($— 1)(z —2.5)
Ly(z) = (z—w)(x —w)(x—my) _  (2-05)(x—-1)(z-2)

(.'133 - .'Iio)(iL'g - .'131)(.'133 - l‘g) (25 - 05)(25 - 1)(25 - 2)
= ;(w —0.5)(z — 1)(z — 2)

Logo, o polinémio interpolador de Lagrange é:

p3(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)Li(x) + f(w2)La(x) + f(x3)Ls(z)
(4.5)(_?2)(;6 )z 2)(z — 2.5) + (3)%(@» —0.5)(x —2)(z — 2.5) +

(3) — %(w —0.5)(z — 1)(z — 2.5) + (3.3)§(x —0.5)(z —1)(z — 2)

=3(x —1)(z —2)(x — 2.5) + 4(z — 0.5)(x — 2)(z — 2.5) — 4(x — 0.5)(z — 1)(z — 2.5) +
22(x —0.5)(x — 1)(z — 2)
—0.82° + 4.802” — 8,80z + 7.8

+

I+

(b) Para obtermos o polinémio interpolador na forma de Newton usamos a tabela

abaixo
T yi=fo=f(w:) | f f2 f2
x9 = 0.5 4.5
f[anxl]
r1 = 1 3 f[:L'o,:L'l,.'ITQ]
flz1, 2] flwo, x1, 2, T3]
T2 =2 3 fler, w2, 3]
f[$27333]
T3 = 2.5 3.3




onde

flwo, 2] = ol = B o = - 3
flor, 2] = = = S
flza, z5] = flealofl] = Lo - 333 35
flzo, z1, x2) = faloilrem] zl’z;:ﬁﬂzo’zl = 02_—((12 = 3/1.5=2

flz1, z2, x3) = —f[wz’w;g:ﬁwl’m] = 5%5_—_01 = 2/5

flro, 1,22, 23] = f[xl’xz’x;j:igwo’xl’m] = Té:Tzé = —4/5

logo, o polinémio interpolador de Newton é :

flzo]l + (z — @o) f[o, 21] + (x — 20)(x — 1) f[T0, 71, T2] +
+ (z —z0)(x — 21)(T — 22) f[0, 21, T2, 73]

45-3(x—0.5)+2(z - 0.5)(z — 1) — %(m —0.5)(z—1)(z—2)

D3 ()

(c) Seja R3(z) = ps(z) — ps3(x) o polindémio de grau < 3, com ps(z;) = p3(x;),i =
0,1,2,3, logo Rs(z:) = 0,i = 0,1,2,3.
Portanto, R3 tem 4 raizes diferentes, sendo um polindémio de grau 3, isto s6 é
véalido para o polinémio identicamente nulo. Entdo R3(z) = 0.

Portanto:
p3(z) = p3(x). ¢

6. No caso de ter tabelas com abscissas z; igualmente espagadas, o calculo do polinémio
interpolador pelo método de Newton é feito usando deferencas simples

T; fi AT A? A3 Al
ZL'0=0 3
a—3
=11 a 4 — 2a
1—a 3a+b—6
xo=211 a+b—2 b2 —4b—4a+9
b—1 > -3b—a+3
r3=3| b b2 —2b+1
b2 —b
:L'4:4 b2

O polinémio interpolador sera:

(x — x0)

(2 — o) (x — x1) A% f (o) N (z —mo)(x — m1) (& — x9) A® f(w0)

p(x) = f(xo) + Tﬁlf(%) + B 51 e 3
N (z — mo)(x — x1) (& — wa) (& — 23) A" f(0)
h4 4!



Mas, como queremos o grau de p(x) seja 2, devemos ter: A®f(xg) = 0e A*f(xg) =0,
isto é:

3a+b—-6 = 0
> —4b—4a+9 = 0
Da primeira equacdo obtemos a = 63;”, substituindo na segunda, temos a equacao

quadratica em b : b — b+ 1 = 0. Cujas solugdes sdo b; = 4+3ﬁ ~2.22 eby = 4_3*/7 ~
0.4. Logo: a1 =1.26 e ao = 1.85. &

. Sabemos que o erro numa interpolacao quadratica estd dado por

|E(z)| < (@ — zi)(@ (_2'11-‘11)?(:17 - $i+2)|M7

onde x;, Ti11, Ti12 S30 trés pontos consecutivos qualesquer e M = maXye(z;,0,,2] |f®) ()]
Neste caso, | — zj| < 2h,j =4,i+ 1,i + 2. onde h é o passo procurado.
Assim,

3 MAX g c[z;,2,42] |f(3) (z)]

—2
8h - <1072,

d —lne oy _ e r@2) ()= __ 1 o fB)(p) = 2 _ 1.9
on ef(w)_lnga (w)_lngaf (.’E)— z?mgef (w)—z31n2$€[ ’ ]
Entdo, max,¢py 2 |£®)(z)| = 2/1In2, portanto

1072 6

h? <

3., 1/3
.§1n2<—>h§(§10 1n2) o

. Como vamos aproximar f(z) = cosz,x € [—n/4,7/4] por um polinémio de segun-
do grau, precisamos calcular trés polindomios ortogonais monicos, segundo o produto

interno
+1

< P,, P, >:/ P, (x) Py (x)dx.

—2
Gerando os polinémios ortogonais :

po(z) =1

pi(z) =z +a,

1 2
T
<po,p1> = / 1.(x + a)dx = 7|1_2 +az|t, =0

Il
|
|
()
+
2
—_
|
—
|
DO
N—
N—
I
o
I
Vv
s
I
DN =

1 23 22
0= / 1.(z% + az + b)dx = §|1_2 + a?|1_2 + bzl

<po,p2 > =
_2
! 1, 5 Loy , 1y a b
<p1,p2 > = 0=/ (x4 =)(z +aw+b)dw:/ (a: +azx* + -z +bw+—x+—)dw
T2 . 2 273
4
T a 1 b a b
= Ill_z‘i‘§§U3|1_2+6$3|1_2+§$2|1_2+Z$2|1_2+§SU|1_2:0



o (:1)) _?8)+g(1—4)+b(1—(—2)):0—>3b—§a=—3—>b—g:—1,

- (i—(_42:)4)4-%(1—(—8))+é(1—(—8))+g(1—4)+%(1—4)+g(1—(—2))=0—>a=1
— b—g=—1—>b——=—1—>b=—

Logo

. 1
p2($):$2+$—§

Agora fazemos a transformagao do intervalo [—2, 1] ao [—7/4, 7 /4], por meio da fungao
t(x) = Fx + &
Nosso novo problema é aproximar a funcao
F(z) = f(t(z)) = cos(%x + %), —2<z<1.
Usando a funcéo

2 <F,pp >
G(z) = kzzoakpk(x), onde ap = PTWTES temos
1
o - f_QCO}(l’g;ai dz f3)de _ %sen(%w3+ ke _ % [sen(r/4) - sen(—x/4)
= & ~ 0.9
™
- f_12 cos(I%w + Z)(z + 3)dx _ 38 f_12 cos(%ac1 + &) Er+ L)d(Fx + &5)dx
Joolo+ 5)%de oo+ 5)%d( + )
3¢ :/rﬁtcos tdt
5@+,
" = f_12 cos(%lx + E)(2® + 2 — F)de _ s ff,/rjzl cost.(t* — %-%dt
f_2(332 +z— %)de f_12 [(:U + %)4 %(:U + %)2 + %]dx
~ 0.8692.

Logo temos que
1
G(2) =09+0.8692(* + o = 3), @ €[-2,1].

Voltando a nossa varidvel original:

_ _ 6, 1, 6, 1. 1 _
g(t) = G(x(t))_0.9+0.8692[(7rt S+ (Ct-3) 2], te[—m/4,7/4]
g(t) = 0.9+ 0.8692 [(1.9099t —0.5) + 1.9099¢ — 1]
g(t) = 3.1706t> + 0.2481



Erro :

m/4 2
E = / [cost—(3.1706t2+0.2481)] dt
—m/4

w/41 w/4
E = / cos? tdt — 2 / (3.1706t + 0.2481) cos tdt +
—m/4 —m/4
- / 7/41(3.1706t + 0.2481)2dt
—m/4
E = 0.1990. ¢
9. Sabe-se que In(2) = 12 dT Para aproximar estd integral , pelo método de Simpson,

com precisdo 104, precisamos calcular o valor de n, para poder dividir nosso intervalo
[1,2] em 2n subintervalos. Para isto usaremos o férmula dada para o erro no método
de Simpson,

b—a)®
[Br] < (2880n4 Jnax |f W)
entao ( )5 .
2—-1
£ _1
[Er| < 2880n4 xe 12 o @) f(@) x
1 2 6 24
1) _ 2) 3) 4y _
W=, P=5 =0 =5,

com f® < 0 para z € [1,2], portanto f (4) ¢ decrescente no intervalo , e atinge seu
méximo em z = 1: f((1) = 24.

1 104 103 250
< <10~ > = > 1/4 = 3.021 =4.
|E| 5880 soan 724 < 107 5 nt > 120 13 —n>(— 3 )/t =3.0213 = n

Logo:

h=b2_—na=1/8—>h=o.125 zi=14ih, i=0,1,2,..8.

x; 1(1125|1.25| 1375 | 1.5 | 1.625 | 1.75 | 1.875 | 2.0
f(z;) | 1108 |080|0.73 | 067|062 |0.57|0.53 | 0.50

2
In2 = / i—x R g [1 +4(0.89 + 0.73 + 0.62 + 0.53) + 2(0.80 + 0.67 + 0.57) + 0.50]
1

entao
In2 =~ 0.6941. &

10



10. Dada a funcao periédica, com periodo T =1

-2z , —3 < z<0
f(w)—{ 2, 0<x§%
Fazemos uma mudanca de varidveis para obter F'(s) := f(z(s)) com s € [0, 27] e periodo

2m. x(s) =2+ L(s—2m) = £ — L. es(z) =2rz+m.
Agora calculamos os coeficientes da funcao aproximadora

G(s) =ao+ i [akcos(ks) + bksen(ks)]

k=1
onde
27
ay = i (s)ds
ar = / F(s)cos(ks)d / F(s)sen(ks)ds k=1,2,3.
B _f =2z(s) ; —i<u=z(s) <0
F(s) = f(a(s) = { 2z(s) ; O<uaz(s) <%
_f-2+1 ; O0<s<mw
F(S)_{ -1 ; m<s<2m
Entao:
1 m 27
ag = %[/o F(s)ds +/7T F(s)ds]
1 T s s
= g[/o (—;+1)ds+/ (;—1)d8
1 52 . 52 o
= 27T[ 5 tslg + (5 — Vsl 1=1/2
1 7T 27
a = ;[/ F(s)cos(s)d8+/ F(s)cos(s)ds]
0 ™
1. (™ s T s
= = S A
7r[/0 ( —t )cos(s)ds+/7T (7r Jcos(s)ds
4
o
27
ay = Jeos(2s)ds + F(s)cos(2s)ds]

2
—— + 1)cos(2s)ds + / (% — 1)cos(2s)ds]

™

O:]In—\ >]|»—\
\\

11



Portanto

Logo

a3

by

by

ba

b3

[ / " F(s)cos(3s)ds + / " F(s)cos(35)ds]

= 3=

[/0”(_2 + 1)cos(3s)ds + /:n(g — 1)cos(3s)ds

4
92
%[/7T F(s)sen(s)ds + /27T F(s)sen(s)ds]
%[/0”(_2 + 1)sen(s)ds + / ﬂ(% — 1)sen(s)ds]
0

27
/F sen(2s) ds—i—/ F(s)sen(2s)ds]

0

|,_\ >]|n—l

2m S
——+1) (29) ——1 2
277[/0 + 1)sen(2s ds+/7r (2 )sen(2s)ds]
0

1 2
- / F(s)sen(2s)ds +/ F(s)sen(2s)ds]
0 T
1 s
= / —=+ 1)sen(2s)ds +/ (= — 1)sen(2s)ds]
T Jo . T
0
1 2m
= / F(s)sen(3s)ds +/ F(s)sen(3s)ds]
0 m
1 s
= / ——+ 1)sen(3s)ds +/ (= —1)sen(3s)ds
m 0 . m
0

1 4 4
G(s) = 5 T —gcoss + 9—2005(33)

1 4 4
G(s(z)) = 3 + Fcos(%rx +7) + Wcos(&rx + 37)

icos(67r:7£). &

4
—cos(2nx) — 9.2

1
2 72
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