(US| Departamento de Matematica Aplicada )

Calculo Numeérico

Prova 02 — 01/10/1996 — www.ime.usp.br/ roma.

Questao 1.

Deseja-se resolver o sistema linear

30z, — Ty =
1521 + 4.0z, = —
3.4 r3 — 1.8 T4 =
r3 + 2.0xy4
50x7y + 12z9 — 20x3 + Ty — Ty =

= = DN = Ot

pelo Método de Gauss-Seidel.
1. Verifique se o sistema linear acima satisfaz o Critério das Linhas. Justifique.
2. O sistema linear acima satisfaz o Critério de Sassenfeld? Justifique.

3. Mostre, sem efetuar as iteracoes, que o Método de Gauss-Seidel aplicado ao sistema
linear acima converge.

4. Efetue uma iteragao do Método de Gauss-Seidel usando aritmética de trés algarismos
significativos e aproximacao inicial da solucio X = (0,0,0,0,0).

5. Sem conhecer a solucao exata do sistema e sabendo apenas que esta pertence ao con-
junto [0,2] x [—1,0] x [0, 2] x [0, 3] x [0, 1], delimite o erro cometido na segunda iteracao
em cada uma das variaveis x, To, x3, T4, respectivamente Ax?), Axéz), Axg), Axf).

~ . 2 .
6. Sem conhecer a solucao exata do sistema, mostre que o erro Aa:g ) cometido na segunda
iteracao na variavel x5 é tal que

| Az (<5 | A2 | 412 AP |42 Az |+ | Az | .
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Solugao:

Escrevendo o sistema dado utilizando matrizes temos:

3.0 =1.0 O 0 0 T 5
1.5 4.0 0 0 0 T -1
0 0 34 —-18 0 T3 | = 2
0 0 1 20 0 T4 7
50 12 =20 1 -1 T5 4

1. Como a; # 0, 1=1,2,3,4,5, podemos aplicar o Critério das Linhas.

5
Verifiquemos se Z lai;| < |ail, i=1,2,3,4,5.
i
Para i=5, temos:
Z |ai;| > |aii], pois |asi| + |asa| + |ass| + asa| > |ass]
i
Portanto, o Critério das Linhas nao é satisfeito

2. O sistema dado nao satisfaz o Critério de Sassenfeld, pois:
5

1
ﬁlz—Z|a1j|:§(1+0+0+0):—

[melﬂﬁzm] = i[(1.5)%+o+o+o] _ -

5FL4[Z|@3J|@+Z|@3]] :%[ 18)+0+o+0] :%

W =

B =

A~ =

3
1 1 9 9
54:5[2] “4J|5J+Z|“4ﬂ]:i[(l*ﬁ”””] 3
4
1 1 1 9 9 3203
=z 18] =5% - 1125 425 = 414> =220
& 1[;|“5J|ﬂf] HE T T T A VIR T
Portanto,

3203
M = max i = 7555 >

M > 1 e o Critério de Sassenfeld nao é satisfeito.
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3. Desacoplando o sistema e resolvendo por partes:

3.0 Ty + To = 5) R 34373 — 1.8 Ty = 2

1.51‘1 + 401‘2 = -1 T3 + 201’4 =7
Sabemos que, dado o sistema linear de ordem 2 oz 4 apty = b
Q21 T1 + Q2T = b2

com aq; # 0 e asy # 0 0 processo iterativo é definido por

1 _ 1
xgk) - bl o a12x(k 1):| e ng) = — |:b2 — aQIng)], k 2 1

ai a92
converge se e somente se
12021 1
11022
Logo, as seqiiéncias
xgk) = % D — xékil)] xék) = 3% [2 + 1.8@(1’671)
e CI ® _ 1 ® , k21
Ty =7 —1—1.5x1] Ty —5[7—x3]
convergem, pois:
1(1.5 1.5 1(1.8
‘u‘:—<1 € ‘ (18) ‘:0.2647<1

(3.4)(2)
Finalmente, a seqiiéncia 0" = (—4+5.02{"4+1.22" +2") converge, pois 2\, 2", {7, z{¥

convergem.

4. O método iterativo de Gauss-Seidel consiste em, escolhida uma aproximacao incial

:L.(O) = (1‘50)7 ng), ttt 71"51,0))

calcular a seqiiencia de aproximagoes

2 2O )
utilizando as equacgoes:
1
xgkﬂ) ), [bl - a12$§k) - a13x:(),k) - alnxff)]
ar
1
2 = [bz — apa®*Y — ggea® .. agnxglm]
22
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x%kﬂ) = L by — a21$§k+1) - anﬂng) — T Gpp—1Tp — 1D
Qnn
Assim:
2V = %[5 — 201 =0.333[5— 0] = 1.67
2V = %0[—1 — 1.52Y] = 0.250[—1 — 1.5(1.67)] = —0.878
o) = 5[2 +1.82(”] = 0.294(2 + 1.8(0)) = 0.588
2V = %0[7 — 2V = (0.5)(7 — 0.588) = 3.21

xgl) =[-4+ 5.0x§1) + 1.2175” - 2.0ng) g, mil)] =

= [-4+5.0(1.67) + 1.2(—0.878) — 2.0(0.588) + 3.21] = 5.33
Apds uma iteracao temos:
() = (1.67,—0.878,0.588, 3.21, 5.33)

k41 _
o, i =

1
3
et = 11— 1525, 7 = 11 - 152

T = 37— ) 3 = [T — 3y
2B = [—4 4 52t 4 1228 — 2kt 4 gk
Ty = [—4 + 5371 + 12372 — 2.7)3 S 374]

Az® = T — 7

Para um sistema 2x2 tem-se que

Aajl(k+1) _ |:012a21 :| (k+1)

Azl” i =1,2,
a110a22

Entao trabalhando nos sistemas desacoplados, temos:

2
A = %] Azl = (0.015625) (7, — 2\V); 75 € 0,2], ¥ = 0

Az < (0.015625)(2 — 0) = 0.03125
r 2
Az = 1“-5)] Az = (0.015625) (22 — 2); 25 € [-1,0], 2 =0

3x4

Az$? < (0.015625)(2 — (1)) = 0.015625

r 2
_1 _ _ 0
Az = _15(;4?] Az = (0.070069)(z5 — 2): 25 € [0,2], z” =0
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Azl? < (0.070069)(2 — 0) = 0.140138
Az = (0.070069)(z4 — 2); 74 € 0,3], 1 =0
Azt? < (0.070069)(3 — 0) = 0.210207
6.
Aa;éZ) = 5Ax§2) + 1.2Ax52) + 2Ax§,2) + Aa;f)
Assim:

| Aajg) |=| 5Ax§2) + 1.2Ax§2) + 2A$§2) + Aa;ff) |

| Axg) <5 | Ax?) | +1.2 | Axg) | +2 | Axg2) | + | Axf) |
| Az |< 5% 0.03125 + 1.2 % 0.015625 + 2 % 0.140138 4 0.210207 = 0.6655467
Portanto,

| Azl? |< 0.6655467

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H
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Questao 2.

Empregando-se o método de eliminacao de Gauss com condensacao pivotal e aritmética de
dois algarismos significativos ao sistema linear

xr + 2.0 To — xr3 =
2.0 Ty + To + 3.0 ry — 1
]_.21'1 + 321‘2 - 151‘3 = -1

obtém-se
20 1.0 3.0 1.0

06 26 —-33 —16 |,
0.5 0.58 —0.6 2.4

tendo-se efetuado as permutacoes p; = 2 e p, = 3. Utilizando as informacoes dadas acima e
aritmética de dois algarismos significativos, determine:

1. a solucao aproximada do sistema e efetue uma iteracao de refinamento;

2. as variagoes relativas entre a solucao inicial e a solucao refinada.

Solugao:

1. Resolvendo o sistema triangular obtido, temos:

2.4
T3 = —— = —4
—0.6
_ —16+ 3.3(—4) B
To = 56 =57
1.0 —3.0(—4) — 1.0(=5.7
= ( 2)0 ( ) =04

T=(94,-57,-4)=7T=3+¢
Az =b=> A(@+¢)=b= A(¢c) =b— Az
Resolvendo A¢ = r, temos:

Célculo do residuo com dupla precisao,temos:

1 1 20 -1 9.4 0
r© — 1{—=120 1 30 57| =1 -01
-1 1.2 32 —15 4 —0.04
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Caso os elementos de 7(®) nao estivessem em ponto flutuante com 2 algarismos signifi-

cativos, eles deveriam ser convertidos para esta precisao (precisao simples).

Efetuando sobre r(®) as mesmas operacoes empregadas na triangularizacio damatriz A,
ou seja, todas as trocas de linhas indicadas por p; em seguida os cédlculos usando os
multiplicadores, temos:

O 5 _01 _ _01 mzlti;‘)ll.icadores
rO=1 —01 22| o |22 004 | "=
—0.04 —0.04 0
_0]_ _0]_ mglté'gl.icadores
—0.04 — 0.6 % (—0.1) | = | 0.02 aclopa
0— 0.5 % (—0.1) 0.5
[ —0.1 1 [ —0.1 1
0.02 = 0.02

[ 0.5 — 0.58 % 0.02 J

E o sistema triangular Ac=r a ser resolvido é:

2.0 1.0 3.0 | —0.1
26 —-33 | 0.02
—0.6 | 0.038
Portanto:
c3 = —0.06
Cy — —0.072
c¢; = 0.081
Isto é,

9 = (0.081, —0.072, —0.06)

e a primeira solucao refinada é:

Ou seja:

) = (9.5, 5.8, —4.1)
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2. As variacoes relativas sao dadas por:

i A ,sex(k);&O
(k) ¢
U(k) = Z;
' 0 ,se xl(k) = xl(k*l) =0
1 ,se xl(k) =0e xgk_l) #0
Portanto,
(n _ =
(1) _ Ty — 1 _ 9.5—9.4‘ — 00153
Uy xgl) 9.5 ’
1 _ =
—5.8 — (—5.7
o) = |22 = ( )‘ = 00172
Y —5.8
1 _ =
vy = xgl) = 11 = 0.00244

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma W

Freqiientemente, existem varias formas de se resolver um mesmo exercicio. As sugestoes apresentadas
aqui foram elaboradas por Olga Harumi Saito e Nelson Leonardo Vidaurre Navarrete, alunos de pds-
graduagdo inscritos no PAE, IME-USP, objetivando a clareza da exposicdo. Este gabarito pode ser obtido
gratuitamente via Internet seguindo os links apropriados a partir de www.ime.usp.br/ roma. Junho/2000.



MAP121 — CALCULO NUMERICO
PROVA 02 - 01/10/96

NOME:
NUMERO USP:
TURMA:

0.1

Deseja-se resolver o sistema linear

30x1 — To + 1.22x3 = 5
1.5 r1 + 40:132 - I3 = -1

r1 + 18z + 3.4duz3 = 2
50z7 4+ 12xz9 — 2.0z3 + x4 = 7

pelo Método de Gauss-Seidel.

1.

2.

Verifique se o sistema linear acima satisfaz o Critério das Linhas. Justifique.

O sistema linear acima satisfaz o Critério de Sassenfeld? Justifique.

. Mostre, sem efetuar as iteracoes, que o Método de Gauss-Seidel aplicado ao sistema

linear acima converge.

. Efetue uma iteracdo do Método de Gauss-Seidel usando aritmética de trés algaris-

mos significativos e aproximacio inicial da solugao X(©) = (0,0,0,0,0).

. Sem conhecer a solucdo exata do sistema e sabendo apenas que esta pertence ao

conjunto [0,2] x [—1,0] x [0, 1] x [0, 3], delimite o erro cometido na segunda iterac¢ao

S ) 2 2 2
em cada uma das varidveis z1, Zo, x3, respectivamente A:pg ), Amé ), Amg ),

(2)

. Sem conhecer a solucao exata do sistema, mostre que o erro Az, cometido na

segunda iteracao na varidvel x4 é tal que

| A:ch) |<5 | A:chQ) | +1.2 | A:ch) | +2 | A:chQ) | .



0.2

Empregando-se o Método de Eliminacao de Gauss com condensacao pivotal e aritmética
de dois algarismos significativos ao sistema linear

r1 + 2.0zy — r3 =
2.0 r1 + To + 3.0 r3 = 1
1.2I1 + 32:132 - ].5:133 = -1

obtém-se
20 1.0 3.0 1.0

0.6 26 —33 —16 |,
0.5 0.58 —0.6 2.4

tendo-se efetuado as permutacoes p1 = 2 e po = 3. Utilizando as informacoes dadas
acima e aritmética de dois algarismos significativos, determine:

1. a inversa da matriz

1.0 2.0 —1.0
20 1.0 3.0 |,
12 32 —1.5

que é a matriz A do sistema linear dado;

2. o valor do determinante de A.
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Questao 1.
Seja f(x) = m — |z| definida no intervalo [—m, 7.
(a) Efetue a andlise harmonica de f até o harménico de terceira ordem.

(b) Determine o polinémio da forma p(z) = ay + a1z + asz? que melhor aproxima f no
intervalo dado segundo o produto interno:

(p,); = /7r o(z)(x)dx.

—T

Solugao:

(a) Reescrevendo f(x),
ot z, <20
f(x)_{ﬁ—x, O<z<m

Aplicando o Método dos Minimos Quadrados calculemos a funcao aproximadora

G(s) = ag + Z[ak cos(ks) + by sin(ks)],

k=1

ou seja, calcular os coeficientes ag, a1, as, by, by, bs.

c+2m
Como cos(kx), sin(kx) sdo ortogonais em relacao ao produto escalar (f, g) = / f(z)g(z) dx,

o sistema obtido é um sistema diagonal e os coeficientes sao dados por:

T
BRRCRY
_ (f,cos(kz)) _
B (cos(kx), cos(kx))’ k=12,
b= LsnED)

(sin(kx), sin(kx))’
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Usando a definicao de produto escalar para ¢ = 7, temos:

aoz—/ f(z dx——[/ (7r+x)dx+/w(7r—x)dx]:1.5708

alz—/ F(z) cos(z
0= /f ) cos(2) d
a = - /f ) cos(3z) d
b= /f sin(z
bQZ;/fosmh:

Assim:

/0 (7 + ) cos(x )d:v+/07r(7r—a:) cos(v) da| = 12733
/0 (m + ) cos 2x)dx+/07r(7r—x)cos(2x)d:v] =0
/

0

m+x) cos(3x) dx+/ (m—x) cos(3x) dr| = 0.1415
0

[

=0

by = %/F f(z)sin(3z) dx =

0

G(z) = 1.5708 4 1.2733 cos(z) + 0.1415 cos(3x)

Agora vamos determinar o polinémio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima,

f no intervalo dado.

p(z) = ap + a1z + ay?

Consideremos go(z) = 1, g1(x) = z, go(x) = 2°.
Vamos determinar ag, aq, as pelo Método dos Minimos Quadrados ou seja, determinar

a solucao do sistema normal:

(90, 90)
(91, 90)
(92, 90>

Assim:

<90,91> <90,92> Qo <90, f>
<91,91> <91,92> ap | = <91, f>
(92,91) (92, 92) as (g2, f)
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(90, 90) = / llder =2 =27
-7 - —T )
€T ™
(90,910 = (g1, 90) :/ Lode="7| =0
777'; Ig T 27T3
<90792> = <92,go> = / 1..7)2 dr = E . — ?
T _ﬂ—x3 P 271'3
(91,g1> /ﬂxm €T 5 3
™ ‘/L'4 T
(91,92) = (92,01) = / z.x?dr = T =0
™ d 5 577(-
2 2 s 2w
(92,92> /_Wa: 7 dx =] E
o) = [ 1i@do= [ @eoins [ (rea)do-
,W . 0
.7)2 0 g;2 s
(mo+ )| +o— D) ==
T 0 %
o) = [ ws@di= [ atrtaydas [ atn—x)do=
- _W 0
(”_352 :1:_3)0 +(7r_352_x_3)ﬂ:0
72r 37 —x 02 3 1o _
(92, /) = / @’ (f)d95:/ 952(7T+x)dx+/ 2 (m(r — x) dx =
,W . 0
(7T$3 $4) 0 n (7m:3 a:4) ~ 2rt ot
3 47| ¢ 3 4 "o N 3 2
Reescrevendo o sistema normal,temos:
2m3 )
27T 0 3 Qo T
0 ™ 0 = 0
2n3 K 275 . 274 w4
3 U5 2 )

Resolvendo o sistema normal, com 7 = 3.1415, obtemos:

ay = 2.5526
a; = 0
ay = —0.2984

E o polinémio que melhor aproxima f no intervalo dado é:

p(z) = 2.5526 — 0.29842°

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H
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Questao 2.

Considere a seguinte tabela de diferencas simples de uma certa funcao f.

i Fz:) AT AZ A? Al AP AP
~1.0 1
—3
—0.5 1 10
—21
0.0 8 —11
—4 —4
0.5 . . 17
1.0 . —3 N
) 2
15 —37 18
2.0 —32

(a) Preencha as lacunas da tabela.

(b) Determine o polinomio interpolador (de grau < 6) na forma de Newton relativo a tabela
inteira.

(c) Determine o polinémio de grau < 3 que interpola f nos tltimos 4 pontos da tabela.

(d) Sabendo que f(3) = —5, qual dos dois polindomios obtidos nas partes (b) e (c) é o que
melhor aproxima f no ponto x = 37

Solucao:

(a) Preenchendo as lacunas, obtemos:

(b) O polinémio interpolador pg(x) sera:

ps(z) = flzo) + (@ —2) _hxo)Alf(xo) + (z - xo})lgx — 1) AQJ;E%)
L w)@ = e = w) A (wo) TR — 1) A (o)
h? 3! h® 6!
onde h=x; —x;_4,i=1,--+,6.
Em nosso caso, h = 0.5, assim:
pe(z) = 4+ x + 1.0(_3) N (x + 1g)g +0.5) Q N (z+ 1.08(5:534— 0.5)x (_2’1)

N (z +1.0)(z + 0.5)z(x — 0.5) 17 (:c2+ 1.0)(x + 0.5)z(z — 0.5)(5"— 1.0) 3

0.5% 4l 0.56 6!
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(c) O polinémio interpolador sera:

T —To) 4 x — x0)(x — 1) A% f (20
pole) = Jlro) + TN (g 4 E TN 0) )
L@ z0)(z —m) (@ — ) A (o)
h3 3!
Assim:
r—0.5 z—0.5)(xr—1.0) (-3 z—0.5)(r—1.0)(x —1.5) 30
ps(x) = 4+%(—19)+( (O?é)Q )(2!)+( )( N )( )5
(d) Vamos calcular pg(3) e p3(3)
pe(3) = 4+ 3+ 1.0(_3) N (3+ 1.(()))(:5 +0.5) 12;:) N (3+ 1.08(;; 0.5)x (—32’1)
(34+1.0)(3+0.5)3(3 — 0.'553 17 (3+1.0)(3+0.5)3(3—0.5)(3—1.0) 3
* 0.54 o 0.5 6!
ps(3) = 4—24+28— 1176+ 1190 — 56 + 28
p6(3)2_6'3 0.5 3-0.5)(3—1.0) (-3 3—-0.5)(3—1.0)(3 - 1.5) 30
ps(3) = 1 B205) 6.5' )(—19)+( — tO?é); ')(_2!)+( —05)( (;53' )8~ ')5
p3(3) = 4—95— 304+ 600

ps(3) = 479,

Assim, podemos concluir que o polinémio do item b) é o que melhor aproxima f no
ponto z = 3.

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H
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Questao 3.

(a) Através da Férmula de Simpson, calcule numericamente a integral definida

™
3 cos? x
e dx

s
3

utilizando todos os pontos da seguinte tabela:

X —r/3 —7/6 0 /6 /3
f(x) 1/1 /1 . /1 ol/1

onde e = 2.718282... e f(t) = et

(b) Delimite o erro cometido na integracao numérica efetuada na parte (a), sabendo que
no intervalo —7/3 < x < 7/3 temos |f®(z)| < 20e.

Solucao:
(a) A formula de Simpson repetida n vezes é dada por:

g[f(xo) +4f(z1) +2f(@2) + -+ -+ 2f (T2n-2)

(b—a)
2n

s\w_
-
&
Q
S
Q

4f(l‘2n—1) + f(l'gn)], onde h =

Assim:

S = S0 + () + 2f() + 4f () + f )
onde f(x) =%, h = sen=2
[ e~ -5+ 41 + 20O + 41 + £5)

/ e Ty = 18[61/44—463/4+2€+4€3/4+€1/4]

—_
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/3 ey = 1[261/4 + 83/ 4 26]
_ 18

/ e Ty = g e/t 4 463t 4 e]
/ e dy = 4.352958

(b) O erro no método de Simpson é delimitado por:

|Er| < frac(b— a)*2880n* max |F ()]

z€[a,b]
Para nosso caso sera:
|Er| < w * 20e
1= 9880 24 ’
(%)
Erl<—32 %20
IBrl < Sgg0 w16 * 20¢
logo:
|Er| < 0.0475

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma W

Freqiientemente, existem varias formas de se resolver um mesmo exercicio. As sugestoes apresentadas
aqui foram elaboradas por Olga Harumi Saito e Nelson Leonardo Vidaurre Navarrete, alunos de pos-
graduagdo inscritos no PAE, IME-USP, objetivando a clareza da exposicdo. Este gabarito pode ser obtido
gratuitamente via Internet seguindo os links apropriados a partir de www.ime.usp.br/ roma. Junho/2000.



MAP 121 - CALCULO NUMERICO (POLI)

22 Prova (B): MMQ), Interpolagao e Integragao Numérica - 25/11/97.

Questao 1 (4,0 pontos):

Seja f(z) = m — 3|z| definida no intervalo [—m, 7).

(a) Efetue a andlise harmonica de f até o harmonico de terceira ordem.

(b) Determine o polindémio da forma p(z) = ag + a17 + asx? que melhor aproxima f
no intervalo dado segundo o produto interno:

™

<> = ¢(x)(z)dx .

—T

Questao 2 (3,0 pontos): Dada a seguinte tabela de valores

z 2 [ 1 o0 [ 1 2 [ 3
yi = p(z;) -7 0 a J¢] 9 28

e sabendo que p(z) é um polinémio de grau trés, determine « e 3 usando diferengas simples.

Questao 3 (3,0 pontos):
Através da Formula dos Trapézios, calcule numericamente a integral definida

1
x
/ e ¢ dx
0

com erro inferior a 1072,

FORMULARIO:

Polinomios de Legendre:

po(z) = 1, p1(z) = =z, p2(x) = 5(3$2—1), p3(z) = 5(5$3—3$),

Estes polinomios satisfazem

Polinomios de Lagrange:



(z —2o)(@ —m1) - (@ — xi1) (@ — Tig1) -+ (2 — @)
(zi —wo)(wi — 1) -+ (xi — wim1)(®i — Tig1) - (5 — Tn)

Polinémio interpolador na forma de Lagrange:

Li(z) =

p(z) = Lo(z) f(zo) + L1(x) f(z1) + - + Ln(2) f(zn)

Polinémio interpolador na forma de Newton:

p(z) = flwo] + (z — o) flzo, 1] + - + (. — wo)(x — 1) -+ - (x — Tp—1) fT0s 71, - - o, 0]

ou ainda
p(x) = Flzo) + T A f(ay) oy BT ENE T 2 2 Tnc) B )
n!
Erro de truncamento na interpolacao polinomial:
(n+1)
Bu(s) = (= slo =)o) L8 e
Formula dos Trapézios repetida n vezes:
h
[ 1t = Bir) 421 k25 + 1)
h3 " b - 3 1"
B =" ) = - 12%‘? £'(0), oelab
Formula de Simpson repetida n vezes:
[ 1) = B + 470 4 2@ 47 @) 4 4 2 ) 41 ) + S )
h5 b— 5
Bs = =011V (0) =~ SV (o), o€ ol

Andlise Harmoénica:

2Tne . 27rna:)

f(z) = ao+ Z (an coS + b, sin

n=1

onde
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Questao 1.

Os polinomios de Legendre py(z) = 1, pi(z) = x e pa(z) = $(3z% — 1) sdo ortogonais com
relagao ao produto interno

(Pk> Prm) Z/_ Pi(2)pm () da .

1

Utilizando essa informacao, aproxime pelo Método dos Minimos Quadrados a funcao dada
pelo gréafico abaixo por um polinémio de grau menor que ou igual a 2.

y
1

-2 1 X

Figura 1: Gréfico de f(x).

Solucao:

Vamos aproximar a fungao continua

fz) = 2

2
Tt —2<z<0
1, 0<z<1

por um polindémio de grau menor que ou igual a 2, g(x) = ag * 1 + a;x + asz? ,utilizando os
polinomios de Legendre.
Fazendo a mudanga de varidvel que transforma o intervalo [-2,1] em [-1,1]:

- (-1

— 1_7(_2)(35 —(=2))=>tzx)=-1+ %(m +2), ze€[-21]

t(z) — (=1)
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Temos

Assim:

Wl
VAN
~
VAN
—_
Wl

Vamos determinar o polinomio aproximador de 22 grau,

1
G(t) =ag* 1+ art + a2§(3t2 - 1)

pelo Método dos Minimos Quadrados.

Devido a ortogonalidade da base no intervalo [-1,1], os coeficientes ag, a1, as, sao dados por:

! 3 3(t+1 -
[rera [ a w2 2
_FEpg) ) _ I 5 _3'3_3_2
S s B 1 ERRE R
00 /1dt /1dt
1 . -1 X
1 33(t+1
/ F x tdt /3@tdt—|—/ tdt __24_%
_ ey p 4 5 _ 271 9 _>
a1_<p1;p1> - v B 2 9
t2dt /tht 3
-1
C s3(t+1)1, LT
Feleeona [ CEE N RECER
_ (Fp) /1 ) _Ja 4 2 12
T (P2 p2) ! B tr1 2
[=(3t* — 1)]* dt / [—(3t2—1)] dt
12 )
—2+ 4
_ 9 o1 _ 1
-2 13
5
Portanto:
2 5 11
Gt)y==+t——=(3t* -1
®) 3+9 1352( )
: L , <. 2
Voltando para o intervalo inicial [—2, 1], através da transformacao inversa t(x) = —1+ 3 (z+

2), obtemos:

@) 4, 288 692
T)=——2"——x+ —
g 810" 810" " 810
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que ¢é a funcao aproximadora desejada.

outros materiais? www.ime.usp.br/"roma H
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Questao 2.

Dada a fungao f(x) por intermédio da tabela abaixo, obtenha:
1. o polinémio interpolador, ps(z), na forma de Newton;

2. uma delimitacao para o erro cometido ao aproximar o valor de f(0.0) por p4(0.0),
sabendo que max{| f®(z) |} < 4.5, z € [-1.0, +2.0].

x| -0.53 | 40.15 | +0.73 | +1.20 | +0.97
flz) | +4.62 | +7.00 | +5.03 | +0.35 | -1.32

Solugao:

1. Como temos 5 pontos tabelados, o polinomio interpolador tera grau menor que ou igual
a 4, sendo dado por:
pa(z) = flwo] + (x — m0) flzo, 71] + (v — m0) (¥ — 21) f[0, 71, T2+
+(z — mo)(x — x1)(x — m2) flxo, 21, T, T3]+
+(z — mo)(x — x1)(x — m2)(x — x3) flTo, T1, T2, T3, T4]

Calculando os elementos da tabela de diferencas divididas, obtemos :

T vi = fo J1 fa 3 J4
ro = —0.53 4.62
3.5
r1 =0.15 7.00 —5.48
—3.40 —0,45
ro = 0.73 5.03 —6.25 63,71
—9.96 95.12
r3 = 1.20 0.35 71.75
7.26
x4 = 0.97 —1.32

Logo, polinomio de grau menor que ou igual a 4 na forma de Newton é:

pa(z) = 4.62+ (z+0.53) %3.5 + (z + 0.53)(x — 0.15)(—5.48)+
+(z + 0.53)(z — 0.15)(z — 0.73)(—0.45)+
+(z + 0.53)(z — 0.15)(z — 0.73)(z — 1.20) * 63.71

2. Podemos delimitar o erro por intermédio da desigualdade

(& = wo) (@ = 21). - — ) (1)
(n + 1)! r?ealx ‘f (Z)
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Assim:

‘0.53 % (=0.15) % (=0.73)(—1.20)(—0.97)
5!

£(0.0) — P4(0.0)‘ — ‘E(0.0)‘ < %45,
z € [—1.0; +2.0].

Logo,
‘E(m)‘ < 0.002533

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H
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Questao 3.

Em quantos pontos devemos tabelar f(z) = icos(sin(x)), 0 < z < 1, para que, a0 aproxi-
marmos

/01 i cos(sin(z)) dx

pelo Método dos Trapézios, o erro cometido seja menor que ou igual a 10~2? Nessas condicoes,
obtenha o valor aproximado da integral acima.

Solugao:

1
Nossa fungao integrando é f(x) = - cos(sin(x)).

O erro do Método dos Trapézios é delimitado por

(b— a)S 2
‘ET‘ - 12n? *:1{2[%,}2} ‘f( )(x)‘

Em nosso caso, temos:

‘ET‘ < a-0° * max f(2)(x)‘
- 12n2 z€[0,1]

Mas,

fO(z) = —% cos(sin(z)) * cos(x)

f@(x) = —% cos(sin(z)) * cos'? (z) + i sin(sin(x)) * sin(z)

f®(z) = %sin(sin(x)) s cos® (z) + icos(sin(x)) * 2 cos(z) sin(z) + %cos(sin(x)) * sin(z) *

cos(x) + isin(sin(x)) * cos(x)

Como f®)(x) > 0 para = € [0,1],f?)(x) é estritamente crescente e atinge o seu maximo em
x=1.

fP(1)=0,108
Entao,

1— 3
B < (1272) £0.108 < 1002 = 1 > 0.94
n

Portanto, para aproximar a integral precisamos aplicar pelo menos 1 vez o Método dos
Trapézios para ter a precisao desejada.

O valor aproximado da integral, nas condi¢oes acima é dada por:

/0 icos(sin(x)) dx ~ g[f(a) + f(0)]
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onde, a=0, b=1, h = b= ¢
n

PalI'ai n=1 temos: .
/ 1 cos(sin(z)) dx = §[f(0) + f(1)]

/0 cos(sin(z)) dx = [1 Cos(sin(()))% cos(sin(1))]

4
1
J

cos(sin(z)) dx = 0,25

= s =

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H

Freqiientemente, existem varias formas de se resolver um mesmo exercicio. As sugestoes apresentadas
aqui foram elaboradas por Olga Harumi Saito e Nelson Leonardo Vidaurre Navarrete, alunos de pos-
graduagdo inscritos no PAE, IME-USP, objetivando a clareza da exposicdo. Este gabarito pode ser obtido
gratuitamente via Internet seguindo os links apropriados a partir de www.ime.usp.br/ roma. Junho/2000.
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Questao 01 (4.0 pontos) Utilizando as relagoes de ortogonalidade das fungoes seno e
cosseno com relagdo ao produto interno

o) = [ gt d,

faga a Andlise Harmonica da fungdo dada pelo grafico abaixo até o harmoénico de primeira,
ordem.

Figure 1: Grafico de f(x).

Questao 02 Dada a func¢io f(z) por intermédio da tabela abaixo, obtenha:
1. (1.5 ponto) o polinémio interpolador, ps(z), na forma de Newton;

2. (1.5 ponto) uma delimitagao para o erro cometido ao aproximar o valor de f(0.0)
por p4(0.0), sabendo que max | f©)(2) |< 4.5, z € [-2.0,+7.0].

z | +4.62 | +7.00 | +5.03 | 40.35 | -1.32
f(z) | -0.53 | +0.15 | +0.73 | +1.20 | +0.97

Questao 03 (3.0 pontos) Em quantos pontos devemos tabelar f(z) = log(cos(x)),
§ <z < 3, para que, a0 aproximarmos

/j log(cos(x)) dzx

pelo Método dos Trapézios, o erro cometido seja menor que ou igual a 107?? Nessas
condicoes, obtenha o valor aproximado da integral acima.
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Questao 01 (4.0 pontos)

e (A) Polinémios Ortogonais Ménicos: determine os polinémios de graus respectiva-
mente zero, um e dois, ortogonais com relacdo ao produto interno

+1
cujos coeficientes dos termos de mais alto grau sejam unitarios.

e (B) Empregando o Método dos Minimos Quadrados, aproxime a fungao f(z) = cos
por um polinémio de 2o0. grau no intervalo [—n/4, +7 /4] utilizando os polindmios
determinados no item anterior (faca uso das relacoes de ortogonalidade).

e (C) Calcule o Erro Quadrdtico correspondente.

e (D) Em que sentido o polindémio obtido no item (B) é o melhor polindémio de 2o.
grau que aproxima f(z) no intervalo considerado?

Questao 02 (3.0 pontos)
Considere a funcao f(z) dada por intermédio da tabela

x| +4.62 | +7.00 | +5.03 | 40.35 | -1.32
f(z) ] +1.20 | 40.65 | -0.53 | -0.22 | +0.15

e (A) Obtenha o polinémio interpolador, p4(z), na forma de Newton.

e (B) Nesse caso, existem diferengas entre os polinémios interpoladores dados pelas
formas de Newton e de Lagrange? E em geral? Explique.

e (C) Sabendo que para qualquer valor de n
max | f(M(z) |< 4.5,

z € [-2.0,42.0], como vocé procederia para aproximar f(0.0) com erro menor que
10~3 empregando interpolacio polinomial?

Questao 03 (3.0 pontos)

e (A) Em quantos pontos deveriamos tabelar f(z) = 2.0cos(3.0x) para que, ao
aproximarmos numericamente a integral

+2.5
/ f(x)dx
~1.0

pelo Método dos Trapézios, o erro cometido fosse menor que 10737 Justifique.

e (B) Quais sdo os valores aproximados da integral acima se utilizarmos o Método
dos Trapézios 2 vezes e o de Simpson apenas 1 vez? Sem utilizar o valor exato da
integral, é possivel dizer qual das duas aproximacoes é a melhor? Justifique.
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Questao 1.

Um objeto foi langado verticalmente do alto de um prédio. Sua altura foi registrada a cada
segundo apds o lancamento e os dados obtidos encontram-se na tabela abaixo.

Altura(m) | 192 | 180 150 | 115 | 72
Tempo(s 1 2 3 4 5

Utilize o Método dos Minimos Quadrados para estimar a altura do prédio A, a velocidade
inicial de lancamento vy e o valor da aceleracao da gravidade g.

Solucao:

Sabemos da fisica que um corpo material em funcao do tempo, da posicao, velocidade iniciais
e da aceleracao é dada por h(t) = —ho + vot + th

h=0

hy

Figura 1: Orientagio positiva voltada para baixo

Tomando como base o espago dos polinémios de grau menor que ou igual a 2, go(x), g1(x)egs(x)
temos o seguinte sistema normal
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<90, 90> <90, 91> <90, 92) Qo <90, f>
<91, 90> <91, 91> <91, 92) ai = <91, f>
(92,90) (92, 91) (92 92) as (g2, )
onde .
:Zg(xi)f(x

sendo n o numero de dados da tabela.

<90,90>:Z 21—5

i=1

(90, 91) = (91, 90) Zgo ;) g1 (;) Z l.z; =15

<90792 92790 Zgo xz 92 xz Z 1 xz —

5 5
(g, 91) = [on(@)]? =D (w:)* =55
=1 =1 . 5
(91, 92) = (92, 91) Zgl i) g2 (i) = Z( i)’ = Z(%)g = 225
i=1 i=1
5 5 5

(92, 92) = 2(92(%‘))2 = Z((xz)Z)Z = Z(in)4 =979

Z 1 =1 =1

(90, f Zgoxl ) = 1.192 + 1.180 + 1.150 + 1.115 + 1.72 = 709
5
(g1, f Zgl z) f () = inf(a:i) = 1.192 + 2.180 + 3.150 + 4.115 + 5.72 = 1822
5
(92, f ZgQ ) ) = Y () f(2) = 1.192 + 4.180 + 9.150 + 16.115 + .25.72 = 5902

=1

Logo, o sistema reescrito fica

5 15 55 ag 709
15 25 225 a; | = | 1822
55 225 979 as 5902

Resolvendo, obtemos: ay = 199.8

a)p = —1.79

o = —4.79

E a funcao aproximante pelo Método dos Minimos Quadrados seré:
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h =199.8 — 1.79t — 4.79¢>

ou seja:
hp=199.8 m (altura do prédio)
vo = —1.79m/s (velocidade inicial)
g = —9.78m/s* (aceleracao da gravidade)
outros materiais? www.ime.usp.br/ roma W
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Questao 2.

(a) Determine uma base ortogonal, em relagao ao produto interno

-/ Zf(fr)g(fr) da

para o espago vetorial dos polinomios de grau menor ou igual a dois (com coeficientes
reais).

(b) Determine os coeficientes a, b, ¢ para os quais o valor da integral

/7r (sinx —a—br — ca:2)2 dx

—T

seja 0 menor possivel.

Solucao:

(a) Como os polinomios ortogonais obedecem as seguintes relagoes

<pk7pl7>:() k%l

< Peypi,>>0 k=0,1,2,...

Vamos considerar que o coeficiente do termo de mais alto grau de cada polinémio seja
igual a 1, assim determinaremos py(x), p1(x), p2(x)

po(z) = bz’ =120 =1

po(z) =1

pi(z) = 12’ + cpx® = x + ¢, onde ¢y é determinado fazendo-se

T T s 2
(p1,p0) = 0 (p1,p0) = / (x 4+ ¢).1dx = / xdz —|—/ codr = (% +cx) =0=

pi(z) =z pa(x) = dy2? + dyxt + dpa® = 2* + dyx + dy onde d; e dy sao determinados
fazendo-se:

(P2, p0) =0 € (pa,p1) =0

T T T 3 2
(P2, Do) / z +d1x+d0)d _/ l‘2d$+/ dlxd:v-l-/ dodx:(%—i-Ch%—F

dol‘) = = T
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T s s T 4 3
(p2, 1) :/ (22 +dyx+do)x do :/ z? da:+/ dyaz? da:+/ dox doz = (%+d1%+
w22 )

z? ot x3 N ’ N
dy—)", = —+di— — T.=0=>d =0 =22 -
02)—71’ 4+ 13 2 )—7[' 1 p2(x) 3

2
Logo, a base é B = {1,z,2% — %}

™
Podemos associar a integral ao produto interno (sinx—g(x),sinx—g(x) >= / (sinx—

g(x))? d.
Sabemos que o polindmio do 22 grau que minimiza o valor da integral acima é fornecido
pelo Método dos Minimos Quadrados. Assim,usando a funcao

G(r) = Z akpk(T),

k=0
onde a; = (f pr) ,temos:
(k> Pk
/ sinz * 1 dx
ayg = —7 =2

o = - = — 7~ 4.9907
™

a = = . =~ 0.0633

Logo, temos que

G(x) = 2 +4.9907z + 0.0063(z2 — %)
G(z) = 2+ 4.9907z + 0.06332% — 0.2082
G(z) = 0.063322 + 4.9907x + 1.7918
Portanto,

a=1.7918

b=4.9907
c¢=0.0633

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H
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Questao 3.

(a) Considere o sistema linear

5 2 =2 Ty 1
3 3 —1 o | =10
12 5 T3 0

Verifique se ele satisfaz o critério de linhas e o critério de Sassenfeld.

(b) O sistema do item (a) é equivalente ao sistema

51 2 T3 0
—2 5 2 o | =11
-1 3 3 Ty 0

O que voceé pode afirmar a respeito da convergéncia do método de Gauss-Seidel para
este sistema? Jusfitique!

(c) O método de Gauss-Seidel quando aplicado ao sistema (a) é convergente? Justifique!

Solucao:

(a) Como ay; #0, i =1, 2, 3, podemos aplicar o Critério das Linhas.
Verifiquemos se

n
3 lai| < laigl, i=1,2, -+, n.
j=1
J#i
Para i = 2, temos:

n
> il = lail
j=1
J#2
Logo o Critério de Linhas nao é satisfeito.
O sistema também nao satisfaz o Critério de Sassenfeld pois para i=1, temos:

1

22

1 4 17
By = |—|llan 61 + lass ]| = 5 [3*_“] 17y

5 15

(b) O sistema é convergente pois satisfaz o Critério de Sassenfeld que é uma condigao
suficiente para que as aproximacoes obtidas pelo Método de Gauss-Seidel convirjam
pra a solucao do sistema.
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(c) Os Critérios da Linha e de Sassenfeld sao critérios apenas suficientes. assim, nada
podemos afirmar sobre o sitema do item (a) com base nestes critérios.

Critério de Sassenfeld: Seja M = maz,<i<,f; onde os 3; sao definidos como

n
>yl
71=2

1
el
a1l

b =

1
Qg

i—1 n

> lai| B+ > lais]

j=1 j=i+1

A condicao M < 1 é suficiente para que as aproximacoes obtidas pelo Método de Gauss-
Seidel convirjam para a solucao do sistema Ax = b.

Critério das Linhas: Uma condicao suficiente para garantir a convergéncia do Método de
Gauss-Seidel, quando aplicada a um sistema Ax=b, com a;; # 0 é

n
Z|aij| < |a,~,~|, 1=1,2,...n
7j=1

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma H

Freqiientemente, existem varias formas de se resolver um mesmo exercicio. As sugestoes apresentadas
aqui foram elaboradas por Olga Harumi Saito e Nelson Leonardo Vidaurre Navarrete, alunos de pds-
graduagdo inscritos no PAE, IME-USP, objetivando a clareza da exposicdo. Este gabarito pode ser obtido
gratuitamente via Internet seguindo os links apropriados a partir de www.ime.usp.br/ roma. Junho/2000.
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