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Cédlculo Numérico

Prova 01 ~ 00/00/1996 —~ www.ime.usp.br/ roma.

Questio 1:
Utilize o Método de Newton para cncontrar wma aproximacio da soluco positiva da equacio
abaixo com uma precisio & = 0.01. Justifique a sua escolha para a aproximagio inicial 1, e
a convergéncia do método.

323
-2

I

[

Solugao:
Achar um z € R tal que e* = 3““253, ¢ equivalente a encontrar um z € R tal que f{z) = 0,

0om
flz) = 2" + 2% —~ 3. - (1}

Para calcular tal &, vamoes usar e Método de Nowton.

Be {1}, temos gue
F{z) = 2" 4+ 357

Logo, temos a sequéncia

J{za
Ir!+¥mrﬂ"—f,{(3_>)g n=2012,---
n

Euntiio,

N . 2e 4 g3 - 3
whl T 2 4 322

Vamos conforir que a f satisfaz as condigfes para a convergéneia do Mdétodo de Newton'.

= ¢lr,)., n=0,1,2-... )

Seja I = [a, 8] = {0,1]. Temos que
o f(0) = ~1 <0, f(1) = 2(e—1) > 0 ¢ portanto F(0).F(1) < 0.
. f(2) £0. Yz €1

*Yer o apéndice. ao final deste gabarito.




MAP-2121. Prova 01 — 00/00/1996 : 2

o iy = 2¢ + 6 ndo troca de sinal em T,

Entdo a sequincia obutida ao aplicar o Mdétodo de Newton a f converge para a Guica raiz
r € I. Escolhendo ry = 1 ¢ fazendo 3 iteragbes para determinar o comportamento da se-
guincia, tenos o

n T Ply)

G| 1.08000 | 0.502650
11 0502650 1 0410880
21 0.415889 | D.386772
31 8.386772

Observamos que a seguéncia ¢ decrectente, pelo que afirmamos que a escolha do valor inicial
Ty = 1 ¢ correta. Caleulamos agora a solugio aproximada, com uma precis@o pre-fixada de
4 = 0.001.

n In C Iy 26 | olz, — 28) {2y — 28 > Pz, — 26)7
0] 1.00080 0.980000 | 0.081658. E Stm
10581698 ¢ 0.061698 1 0.408006 Sim
2 | 0.208006 © 0.388006 | 0.386066 - Sim
3] 0.386096 ° 0.366006 | 0.386400 ) Nao

Logo. & = 1y — & = (.376096.
outros materials? www.ime.nsp.br/ roma W
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Questdo 2:

a) Escolha uma das funcbes abaixo para determinar o valor da rafz cibica die 5 utilizando
0 Método das Aproximagbes Sucessivas.  Justifique tudo o gue for necessdrio para
assegurar a convergénela do método.

x? z 2%+ 5
by (x) = - — 20 $y(z) = 5 Dz} = o

b) Estime o mimero de iteragdes “n” que assegure um erro e, = & — r, < 107"

¢} A partir dos valores de :r; e 19 obtidos com o Método ddS AproximacGes Sucessivas,

estime 0 erro €; = 1 — 1yl

Solugéo:

a} Temos as fungdes

3 A 93 o
By(z) = fa_ ~20. éz(x) T e} = st— :

Verificamos primeiro se # = /5 é pog_}té: fixo de alguma dessas fungbes.

¢ Qy(z) = &

bl

- 20,
B1(5) = ii(f/’) (‘V;)J ~20=19 = I# (D).

Entio, £ = V5 nio é ponm fixo de ®4.
. Bofr) = 5,

@2(3) B,(V5) = f)* = V=1 == I=&(E)

Entio, .%"* \"‘7’5 sim é ponto fixo de &,.

A ¢3(I} 412 .

Py{F) = 52’3(’\3/:} ;{;}:;d Vo= = & = Py}

Entao, & = ¢/5 sim ¢é ponto fixe de &;.
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Veamos agora se as fungtes &, o $y satisfazem as condigies do teorema que garanti a
convergéneia® do processo iterazivo.

Para &4{z) = &

3
i @4} = 7. Logo, &, ¢ ¢ sdo continuas om qualquer intervalo / que contenha
£, ponte fvo doe 9y,
5} Seja £ wm intervalo gualguer, tal que @ = ¥5 ¢ I. Logo, temos que $4{#) =
BL{Y/3) = 4 ¢ portanto max.e; [®5{(x)] > 4, com o qual, ndio pode-se garantir a
convergéncia do processo iterativo.

Vi Byt e L3 L 2 5
Vara B3] = ot =t b g

i) Oz = %—3%. Logo, @3 ¢ 9 sio continuas cm qualquer intervalo I que contenha
x, ponbo fixo de §y, mas que ndo contenha o ponto x = 0.
i} Scja 7 =[4,2). Temos

7 ‘) L
Ssesr= i z‘; < ¥0) < §m%g_m; 0320988 < &) (x} < 0.250000, Vx & I.

Entdo, K = maxees [04{r), £ 0.320088 < i.

i1 Para garastir que 2, € 1. n = 0.1,2,--+, vamos considerar re o exzreme de [/

mais préximoe de £ Scja F = o ponto medio de . Agora, $3{F) = 3 < 3{ =,

e v bBemas s d oA ctre Al Py . e 3
pelo que sabemos que § € o extrerno mals préximo a 2. Logo, seja zg = £,
B - . br e B -
Como se cumiplen todas as hipoteses do teorcma, concluimos que 2, —— £,
b} Por induglo, verifica.se facilimenze que

iy = o] £ KMz — 2] {1
Como 2 € [3, 3], temos que flzg — 2] < . Além, K = 0.320988. Logo. de (1), temos

Inflag — 2if — 5lu 10 = 801160 = =0

-l A

¢) Sabumos que
: _ K
%EIN - -“! < EE'I:‘R """ In——i%!-

1K

Entao,

a2 = 2] < 5 u iz = ziff,  com K = 0.320988.

*Ver o zpéndice. ao final deste gabarito,
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Aplicando

L) = Q3{$?k)! Lcom g = 51

temos a tabola

n Tn ol )
0 1 1.30006 | 1.74074
11174074 1 1.71051
21 1.71051

Logo, llz; — 2} < 0.014276.

oufros materiais? www imeusp.br/roma W

Fregiientemente, existen: vérias formas de se resolver um mesmo exereicln. As sugestdes apresentadas
aqui foram elaboradas por Olga Harumi Saito e Nelson Leonardo Vidawre Nasverrete, alunes de pds-
graduacdo inseritos no PAE, IME-USP. objetivando a clareza da exposigio. Este gabarito pode ser obtido
gratuitamente via Internet seguindo os links apropriades a partir de www.Ime.usp bir/“roma. Junko/2000.
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Apéndice

Teorema {Convergéncia do Método de Newton):

Seja f @ e, b] — R duas vezes diferecidvel. com f7 continua. Suponha que
i} fla)f{h)y <0
i} F'iz) 5 0 para todo @ € [a, 8]
i} f7 ndo trova de simal em fe, 8,

Entdo a sequéncia obtida aplicando-se o Mérode de Newton a f converse sara a vinica raiz
zde fom fa, b se for escolbido xg € ‘a. b) convenientemente. Por exemple. escolbendo-se

o= d & 8¢ ofa) € {a, b}
7Y 4 em caso contririo

@ sequincia v, = o{l, ). n= 0,1, - onde

copvergird para &.

Teorema:
Stja 2 uma raiz de uma fungdo f, isolada num intervalo 7 = a. 8] ¢ seja » uma funcdo tal
gue &£ = ¢{zr). Se

1) o ¢ ¢ sio continuas em 1.
H) A o= maxeqe l¢{0) < 1.
W g€l eapy =o{x, e, param=1.2.-..

Entdo a sequéneia {r,} converge para 7.
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Questao 1 (4.0 pontos):

E dado o sistema linear
Ly - 5312 - 2233 EE |
4y — 223+ 33 = —2
e+ 2o+ Bxy = b

a} Resolva o sistema pelo método da eliminacio de Gauss vom condensacio pivotal, uti-
lizando ponto futuante com 2 algarismos significativos.

b} Efetue uma iteracio de refinamento da solugiio.

¢} Verifique se o sitema linear dado satisfaz o Critdrio de Sassenfeld. cm case negative,
iroque a posicio das equagdes no sistema, de forma que, para o sisterma equivalente
assim obtido, o Critério cas Linhas assegure a convergéncia do Método de Gauss-Seidal.

d) Calcule duas iteragdes pelo Método de Gauss-Seidel a partir de (z{”, 2, z{")7 =
{0,0,007.

B

Solugae:

a) Construindo a matriz aumentada, ¢ resolvendo pelo Método de Eliminacio de Gauss
com condensacdo pivotal, temos

i -5 211
4 -2 1 |-2
21 815
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4 -3 1
T=025] ~5+05=-45 ~2-025=-23[1+0.
2= (L5 I+1m=2 6-05=35.5
p|m?

4 -2 1 ]2
06.25 |[45] -23]15
05 2 556

m=2 p=2

4 -2 1
0257 —45 -2.3
0.5 ;= -044]55-10=4
= pawl

4 -2 172
025 -45 23115
0.5 ~(d44; 45 )67

m=i g2
Resolvendo o sistema triangular, temos
I3 = 1.3, i .1'22“*1.1 I = “"1.4,

ol = {~14, 11,157,

b) Devemos encontrar ¢ = {¢g, 3, c3)7 $al que T = % + ¢. Nestas condiges, 4% = b =
AL+ Ae, com o qual, Ae = b~ AZ = r. Calenlando r (usando dupla precisao), temos
gue ro={~0.1, ~0.1, -0.1)7. Assim, temos que resolver o sistema

1 -5 -2 ¢ ~0.1
4 -2 1 er | =1 —01
2 1 6 ] \e ~0.1

Agora devemos "transformar” o vetor r para podermos trabalhar com a matriz A ja

triangularizada.
(1 -0.1 ( ~0.1
0.1 —8.1 -1
~01) T \-01) T\ -01) T
pr=i Pl




MAP-2121. Prova IA ~ 25/09/1997

-1 ! ~.1

~0.1 ~ (0.25)(=0.1) = —0.08 | —» ( —0.08 —
~0.1 0.1 - (0.5)(~0.1) = ~0.05
~0.2
_0.08

—0.05 — {~0.44){~0.08} = ~0.09
Assimn, o sistema triangular a resolver é

4 -2 1 -1
0 —45 -231-0.08.¢

0 0 43 |-009 /.

cuja solugho é
¢z = —0.02, e = 0.03 - ep= ~0.01,

ou ¢ = {(—0.01,0.03, ~0.02)7. Logo, T = &+ c = (~1.41,~1.07,1.48)""
¢) Observamos gue

Li=slt -2 =7

Ar=mlio

Entia,

Mi= max & > 1.
Vi 1Gi<3

Portanto o sistema niio satisfaz o:critério de Sassenfeld!'. Rearranjando as eguagios,

foemcs : .
4 -2 1 xy -3
2 1 6 Iy

Vertficamos que o sistema satisfaz o Critério das Linhas?,

LA s

] > | — 20+ ]3]
5] > [1f+ - 2|
161 > 121 = 111

Portanto, o método de Gauss-Seidel converge.

YWer o apémdice, ao final deste gabariso.
2Ver o apéudice, ac final deste gabariso.
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d) As equagdes definidas pelo Método de Gauss-Scidel sio:

1 =
2 = 1(-2 + 225 — x%) o

1
it = {1~ 2T + 22%)
5
1.
$§+! — 6{'3 " 2$T+1 - x;-ﬂ)
Seia £ = (0,0,0)". Aplicando as equacbes acima, temos

™ = (~0.5,-0.3,1.05)"
2 = (~0.9125,-0.8025,1.271)7

outros materieis? www ineusp br/ roma W

AT SR g
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Questio 2 (3.0 pontos):
E dado o polindmio p(z) = ° — 6.2527 + 0.75z — 2.
a) Delimite um intervalo que contenha um unico zero real 2 de p{a).
b} Mostre que o Método de Newton ¢ converpente para 2 caso tomemos 2y = 1. Justifigue!

¢} Caleude o zero real de p{z) com precisio ¢ = 0.01 a partir de 24 = 1.

Solucao:

a) plz) = 2* — 0.252% + 0.75x — 2.
Entdo, p'(z) = 327 — 0.5z + 0.75 ¢ p*(z} = 6z — 0.5.
P} == O e oo »}3 Logo, z = 2—’2; ¢ um possivel ponto de inflexio.

Z o
1 3 , 1 1 1 .35
! 2 2 ; ! ¥
x) = 3ot = 31 2 ~—~;_~:z~§m\ = 3[ T | bt > () > 5 Y e R
Piz) 273 ( &4 T\ 2) 144 P
Entdo p é estritamente crescente. Logo. p ten um Gnico zero real. Observamos que
p(1} = —0.3 ¢ p{2) = 6.5. Pelo Teorcma de Bolzano, existe um 2 € I = 0.5 = {1, 2]
tal que p(E) = 0.
b} O Mérodo de Newton é da forma
»z)
V(z)
Agora conferimos gue a sequéncia obtida ao aplicar o Método de Newton converge®
para & € [. Claramente observa-se que p ¢ duas vezes contingamente diferenciavel em
I. Além disso, temoes que '

i) pla)p(b) = p(1).p(2) < 0.
it} p'lx) % 0 em 1.
itt} #"(x} ndo troca de sinal em I.

Entt = 0{Tn), N «_-_"O, L2, comgla) =2~

Logo, a sequéncia gerada pele Método de Newion converge para a dpica raiz de p em
I = [1,2], se for escolhido 2y € J convenientemente. Escolhendo zg = 1 ¢ fazendo
algumuas iteragdes para determinar o comportamento da sequéncia, semos

7 T, o1y}
011.00000; 1.15385
11135385 1.13735
21013735 ) 1.13714
31113714

#Ver o apémdice, ao final deste gabarito
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¢} Da tabela mostrada em b}, observa-se que r; > Tz > 73 (a2 sequéncia ¢ decrescente).
Seja .y = 1.15385 e 2 = 0.01. Temos que xy — 25 = 1.13385. Logo ¢(z —2:} = 1.13715.
Como »p — 28 < gl — 20}, temos gque F = F, com § =z, — ¢ = 1,14385.

outros materiais? www.ime.usp.br/ roma W
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Questao 3 (3.0 pontos):

a) Mostre que a fungiio ¢{z) = cos(L 2~ 1) possui wm tinice ponto fixo & no intervalo [0, ;}

b} Determine um intervalo ! tal queara todo g € 7 a sequéneia x,4; = ¢lz,), ne N,
convirja para ¢ ponto fixo # de ¢, ‘ustifique! :

¢} Delimite o erro de truncamento j2 — 2} obtido ao se escolber 1y = 0.93,
Solucao:

a) Seja f(z) = z~d(x). Mostrar que ; fungio o possui um dnico ponto fixo & om [ = [0, %]
¢ equivalente a mostrar que a funco f possui um ifinico zero ¥ em /. logo, tomos

Sz} = =z — L’()S(E}E — 1), .
2 .
= f'{z) = 1+ %sin{gg»-« 1),
== f(x) = gcos(%—rw ~1)> 0¥z el

4

Além disso, temos que f'(z) = 0, sk mé(dr{.sm(w~+ 1}) = 0.180182 {ponto muizmu)
Observa-se que f'(z) < 0, no intezulo [0.7), ¢ f'(z) > 0, no intervalo {&, 3] Como
F(0) = —0.540302 ¢ f(£) = —0.56574, ¢ f ¢ estritamente decrescente em [0, £], temos
que ndo existeum £ € [0, ], tal g f(£) = 0. Por outro lado, como f(Z) = -0.565174
e f(3) = 0.793028, ¢ f ¢ estritamelie crescente em [#, 3], temos que existe um tnico
i€ {3’*3} tal que f(:c) 0.

b} Vdmos ProCUrar um wtervalo I, con .z € I, tal que se cumplan as hipdteses do teorema
que nos garanti a wnvcrgm(,m da equéncia {1, }22,, gerada por 1,4 = o{x,), 2o € 1.

Temos que

¢(x> =cos(3 -1}, o) =—3sin(e ~ 1)

i) Observ ATHOS que ¢ ¢ ¢’ sdo coninuas em R e em particular em qualguer intervalo
I, qm, contenha o ponto fixo &

iz) S{..jd K = max.¢; 1¢'(x)]- Desetuzms gque K < 1. Entdo, o intervale ! deve ser tal
“que maxqe; [5sin(3E — 1)| < @ Entdo. maxee [sin(¥ — 1) < 2 Em particular,

TWer e.___z__;pendice, ac fal deste gabarito.
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potemos escother 7 tal que max.e; |sin{3F — 1)] € § < 3, com o qual temos

1 3z 1

Sl PN Gt b

2__sm{2 1)«_2

r 2 2

b e 3. 2

» TgtzsT¥sgty
T 27 2 3

i} Facilmente pode-se verificar que para qualquer x € 7, ¢(z) € I, com o qual, se
Ty € I teremos que z, € f, n=1,2,--- .

¢} Sabemos que

1 -i(K f!.‘l‘n e Iﬂ*l:ﬁ_,;"

Tomando zy = 0.93 ¢ fazendo as iteraghes, obtemos a seguinte tabela

2 — 2l <

L ¢{Ir1} ..
0.950000 | 6.911039
6.911039 { 0.933566
0.933566 | 0.920925
0.920925 | 0.928149
0.928149 | 0.924061
0.924061

[SAR A A S =1 B

-

Logo,

P

lzs — zil €

sllos — xall = |lzs — 2| < 0.012264.

outrog materiais? www.imeusp.br/ roma W

Fregiientemente, existem viriss formas de se resolver um mesmo exercicio. As sugestées apresentadas
agni foram elaboradaes por Olga Harumi Saito e Nelson Leonarde Vidzurre Navarrete, alunos de pés-
graduacdo inscritos uo PAE. IME-USP, objetivandc a clarera da exposicio. Este gabarito pode ser obtido
gratuitamente via Internet seguindo og lioks apropriaddos a partir de www.ime.usp.br/ “roma. Junho/2000.
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Apéndice

Critério de Sagsezifelci:

Scia
M = max 5
) sésnﬁ“

onde os §; sdo definidos como

1 n
& = a ;iazﬂ, N
! S
Aﬁi = [ZJ“;} ﬁ]"}“ Z EH‘IJE} ﬂ,
1 FE=R Y o

A vondicdo M < 1 ¢ suficiente para que as aproximaches obtidas pelo Método de Gauss-
Seide! conviriam para a solugao do sistema Ax = b :

Critério das linhas:
Uma condigdo suficiente para garantir a convergéneia do Método de Gauss-Seidel, quando
aplicada a um sistema Az == b, com a; %0, ¢

Z ia,‘;-! < a,,%, i=1,.

J“‘“I
i

Teorema (Convergéncia do Méodu de Newton):
Scja Fia b - @ duas vezes difcrecidvel, com f” continua. Suponha que

) flanfdy <3
i} f'{z) 70 para todo:t: € la, b
iii) f" ndo troca. dé sinal em [a, 8.

Entdo a sequéncia ohnda aplicando-se o Método de Newton a f converge para a dnica raiz
i de f em [a,b] se for escolhido z, € la, b} convenientemente. Por exemplo, escelhendo-se

g = { e se ¢la) € [a, b]

& cmocaso contririo

a sequéncia Ip.; = Mxa), n=0,1,-.-, onde

_ . f=&)
¢(I) & f‘({f;)
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convergird para £,

Teorema:
Seja x uma raiz de uma fungdo f. isolada num intervalo 1 = [a. b] e seja ¢ uma fungio tal
que & = ¢{z}. Se
i} ¢e ¢ sio c{m;émm&.s em T
i} K o= omax,q jo'(a)) < 1
Wuwelfeo=dlz, e, paran=12+-

Entdo a scquéncla {z,} converge para 2.



Calculo Numérico

Prova 1 - 22/09/1998 - www.ime.usp.br/ roma.

Questdo 1 (2.0 pontos):
a) Seja p um nimero inteiro positivo. Mostre que a sequéncia
17, oa
Tppy = }; (UJ — Vzn + ;‘f—,)
pode ser utilizada para caleular ¢a, quando a > 0.
b) Utilizado a), calcular ¥7 com precisio pré-fixada ¢ = 0.001.
o lugio:

a) Veamos primeiro se & = ¥a ¢ ponto fixo de 9, com

¢(z>wi—((pw 1)z + ;;“;;).

=
I

1 a
q&(\/&‘)-»;(@w%»;«W)

} i(W) 232(??2;73)
_ ey - |
W—&a
.

Logo, £ é ponto fixo de $.

Veamos agora se a funglio ¢ satisfuz as condigOes do teerema que garanti a convergine,
do processo iterativo,

Wer ¢ apéndice, a0 final deste gabarito,

@
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i} Be {1}, temos gue
i b1 a
() i (1 _J:F’)~

Logo. ¢ ¢ o' sdo continuas cm qualquer intervalo I que contenha ¢/a, mas ndo o
ponto . ' :

it} No possivel. gueremos gue
K= mafx‘;cz}'(z)i <1, - (2)
*E

para algum intervalo apropriade 7. Logo, podernos obter coridi(;{')es para tal intor-
valo 1. De 2}, temos que

1< Lfi(z —fi—) <1
o x¥

== w31<3«:3~3~(1~~~“w) e p"'}‘(lmﬁ)a
) )

H
p—-1\%
s z‘;{}"&(p ) e ¥ > —a{p - 1).
2p—1 '
A segunda desigualdade € obvia, assumindo p > 2. A primeira desigualdade nos
diz a condicao que deve cumplir o intervalo [ para que K < 1, em {2), isto &, para
. C otk .
qualguer inzervalo [ = [b,¢f com b > {7’5{{;711)?. temos que K < 1.
iii} Para garantirque z, € §, n = 0,1,2,---, podemos escolher como 1, 0 extreme de
I mais présimo de .

. . v Ll "
- Como se cumplen todas ag hipoteses do teorema, concluimos que o, — &,

b} Temos que p = 3. ¢ = 7. Do {tem a), sabemos que devemos escolher um intervalo
I = fb,¢, com & > STY0.4 = 140946, que contenha o ponto F = V7. Logo, seja
I'=[1.7,2]. Vamos dscolher como xy 0 extremo de I mais proximo de . Seja T = 1.83,
pouto moedio de I, Agora, ¢(F) = 1.91510 > 1.85 = Z, pelo que sabemos que 2 é o
extremo mals proximo a 2. Logo, fazemos x5 = 2.

Aplicando a relasio (1), com 2y = 2, temos a seguinte tabela

I Ly, olx,}
£ 1 2.00000 1 1.91666
111916667 1.91294
21 1.01204 ;) 1.01203
311.91293

Observa-se que & > &y > ay, cum o yual vemos que a sequincia ¢ decrescente. Traba-
thando com precizao préfixada £ = 0.001, construimos a seguinte tabela
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I Tn iy — 22V olg,—28) | &y~ 222 @lx, —322)7
0} 2.00000 | 1.99800 | 1.91650 Sim :
11 191650 | 1.91450 1.91293 Sim
21191293 1 1.91003 ; 1.51263 Néo

Logo, £ & zs - < = 1.91293 — 0.00]1 = 1.91193.

outros materiais? www.imenspbr/ roms M
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Questido 2 (3.0 pontos):

Aplique o Método de Newton pam caleular o maior zero de f(r) = 2% = 5z% + 7z — 3. Efctue
guatre iteragoes utifizando aritmética de ponto Butuante com tres algarismos 5,1511:fit,atn 08,
apresentando os resulfados numa tabela. Faga também um esbogo grdﬁw de f

Solugao:
Fla) = x* — 52* + Tz ~ 3. Logo,
Flir) =3z~ We+7, F'{a) = 62— 10,

JUr)=0 4 b oo i 0 qual & um possivel ponto de inflexio.
Flij = Q= o= 1 ou T = .~ Como fi{x )w3{{:r~-) ~~] temos que 2 = 1 ¢ um miximo

local para f ez = ., ¢ umn minimo local. Com istos dd.(ll()‘? obtemos a grafica de f'.

Figura 1: Grifica da funcao f'.

Avaliando [ nos pontos & = 1, ;, 2 ¢ 4, tomos que f(1) =0, f(%} = —1.18%, f{%) = ~{3.5928
¢ f{4) = 0. De isto, podemos concluir que no intervalo I = [2. 4] f possui um zero. Além
disso, podemos fazer um esbogo da grifica de £,




i
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/
Figura 2: Grifica da funcio f.
Aplicando o Método de Newton para f, temos a sequéneia
. : Flx)
Zopgr = Olxy). n=0,1,2,--- com ¢{a) =1 — 7;(;)»

Logo, temos :
3ot -
), ~drs + Tay — 3
ol == Ly — n=01.32---
m " 372 — 102, +7

Escolhendo x4 = 4, montamos a seguinte tabela

N &n | &ze)

914007 3.40
i1340) 310
21310 3.01
21301 3.00
41300 3.00

-oulros materiais? www.bmeusp.be/ roma ¥
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Questido 3 (2.0 pontos):

Utilizando o método de dlindnacio de Gaugs, calcude o determinante e a segair a inversa da
matriz abaixe. Efetue todos os cdleulos wtilizando fraches.

-1 0 2 0
L1141 31
A=19 3 11

0 0 190

Solugio:
B osolvewdo pole Método de Eliminacio de Gauss, temes

“1l o 2 0

i 3
2 -1
0 1

== LS
T3 b

-l 0 2 0
w2 Pl =1 348=11 140C=1}
Lm 224 0=2 ~1+4=3 1+0=1

0
1
1
0
2 0
; 11 1
—2 TET]3 2210 1-2m=_1
0 &= 1-0= 0—0=
0
1
-1
0
10 2 0
"I o1 1
~2 119 ~1
0 0 & 10-L=-%
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Logo, A} = (~1)(IH{—19){~35)} = ~1. : g

Para calcular a inversa de A, temos que resolver os sistemas Ax; = b;, = 1,2,3,4, onde
b = (4L,0,0,007, b = (0,1,0,0)", ks = (6,06,1,0:7. by = (0,0,0,1)". A solugiio de cada
sistoma corresponde 4 i-8sima coluna da inversa de 4. Vamos explicar para i = 1, Isto &,
temos que resolver o sistema. E

~10 2 o\ {&" 1
4 1 3 1 g 1 o
2 2 -1 1 PIOEE
8 0 1 0 ) D

el L0 )y,
onde z, = (€. &1, & T

Agora, devemos primeive " transformar” & para podermos trabalhar com a matriz A Jd trian-
gularizada.

1 1 1
0 0- (—4)(1) =4 4
01 T o—(=y=2 ] | 2-24)=-6 "
0 0-0(1)=0 0—0(4) =0
1 1
1
—6 I
\ 0= () (6) =~ ~1

cuja solugdo ¢ x; = (—1, 2,0, ~6)". Aplicando o mesmo método para by, by © by, temos as
solucoes
T2 = (0,—1.0,2)", ay=(0,1,0,—13.,  z;=(2,8.1.-19)"

con 0 qual, a inversa de A ¢é

-F 0 Q0 2
-2 -1 1 8
5 0 1
6 2 -1 -19

outros miateriais” www.imeuspbr/"romz W




MAP-2121. Prova 1 - 22/09/1998 g

Questio 4 (3.0 pontos):

£ dado v sistema Hnear:

o, o+ .,I,'g“""'G.'L';; = 3
{*&Tz‘ - Zry -+ 1y o= 2

Ly — Jay — 23y m —4
{a} Resolva o sistema dado pelo método de Gouss com condensago pivotal, utilizando pouto
flutuante com 2 algarismos significativos.
(b} Efetue wma iteragio de refinamento da solugio,
{¢} Verifigue se o sistema lincar dadeo satisiuz o Critério de Sassenfeld. Em caso negati-
vo, trogue a posigdo das cguacles no sistema, de forma que, para o sistema equivalente
assim obtido, o Critério das Linhas assegure a convergéneia do Método de Gauss-Seidel.
{d) Para v sistema obtido em {¢}, caleule duas iteragdes pelo Mdétodo de Gauss-Seidel a partir

de (2% 27 29 = (0.0.0).
Solugao:

a} Temos o sepuinte sistema

2 1 6 T 3
£ -2 1 Ty | o 2 (1)
i -5 -2 &y i '

Usando ¢ Mdétodo de Elimimagin de Gauss com condensagio pivotal ¢ aritmética de
ponto Hotante com 2 algarismos significativos, temos

2 1 63
4 -2 142
1 -5 —2]-4

4 ~2 1 2
T=05 1 Pglee? 8—05=33 312
i

4 - E -
1025 -5405= -5 —2-025= 2.3 4 0.5 = —4.3

pr=¥
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b}

=2 g
4 -2 i 2
~4.5 -23 —4.4

=044 5.0 —10=432-2=0

4.3

pruz2 prad

/4 wzzr%

025 ] ~45 -2.3 ma\
\{3.5 ~0.47 | 4.5] 0 }

pyed pa=3
Resolverndo o sistema triangular, temos

2y =000,  ap=1.0. 1z =10,

o
r=(1.2.0)7
Usamos dhipla precisiio para o refinamento da solugio (4 algarismos significatives).

Devernos ¢ncontrar ¢ == ¢y, ¢, ¢3)7 tal que 2 = F + ¢, Nestas condighes, Ar = [ =
AF+ Ac. com o gqual, Ac = b — AZ = 7. Caleulando v, temos que v o= {0,967, ¢ por
tanto, a solugic Jo sisterna Ae=r é ¢= (0.0.0,)7.

Logo, temmos que = & = (1,1,0}, o qual é Ligico, pois cssa ¢ 2 solugio exata.

Du cquagdo (1}, temos
1 7
By = —{|]ll+ G{)==>1
1 Ezz(l I i} 2
Logo,
: M= max F > 1
1<y
Por tanto, o sistema (1)} nao satisfaz o Critério de Sassenfeld?. Rearranjando as
cquaghes. temos o sistema evalente

Ver o apéuduce, ao final deste gabarito,
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4 -2 i g 2
1 -5 =2 PPN I e (2)
2 1 1] w3 3

No sisterna (2], observamos que

Logo, o sistemna {2) satisfar o Critéric das Linhas®, ¢ portante, o método de Gauss-S=idel

. LT
CONYOrEe.

d} O métod » de Gauss-Seidel. para o sistema {25, define as equacdes

I
AR 2{2 o+ 218 — 2%)

I o
25 e g T 4 22 @
3
i
gt = §:3 — 22777 - 23t

Pegando 9 = (0,0.0)7 ¢ aplicando 73) temos
= (0.5.0.9,01833)7. 2% = (0.9043,0.9075, 0.0474)7

outros materiais? www.ime.usp.br/ romz B

Freqientemente. xisten viriss {ormoes de se resciver win mesmo exercicio. As sugestbes apresentadss
aqut foram elaberadas por Olga Harwi Saito e Nelson Leonarde Vidaurre Navarrete, alunos de pds-
graduagdo fuserives no PAE, IME-USP. objetivandc a clarers da exposigio. Este gabarito pode ser obtico
gratuitamente vi uternet seguindc os links apropriados & partir de www ime.usp br/ roma. Junhe/26(<1

Ver o0 apéndivs. ao final deste gabarito.
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Apéndice

Teorerma:
Scja & uma raiz de wma fun¢io f, isolada pum intervalo 7 = . bj ¢ seja ¢ vms fungio tal
gue & = ofl). Se

i} & e &' sho vontinuas em I
i} A = maxger [¢' ()] < 1.
i) 2 €7 t gy = e ) El, paran = 1.2, -

Entio a sequéncia {z,} converge para .

Critério de Sagsenfeid:

Scia
M = max .

igign

onde os 3 sio definidos como

g =

{-‘11

]

R

B =

[ZI@.ﬂq + Z u”J i=

FEIE ]

A :cmdzgdu A < 1 & suficiente pars gue as aproximacoes {)Z:.zdds pelo Métod. de Gauss-
Seide! convirisr gars a solagdo do sistema Ar = b

Critéric das linhas:
Uma condigiio suficiente para garantir a convergéncia do Método de Gauss-Seidel, quando
aplicada a unn sistema Az = b, com ay # 0. ¢

ko]
o H -
Z,;ﬂzﬁff <oyl tm i n,
=1
I



Calculo Numérico
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Questao 1 (2.0 pontos):

Scja [ : [¢.b] — R uma fun¢do continua com um dnico zero T € {a. b). Considere o se-
guinte método iterative para calcular este zero com uma preciséo ¢ > 0 dada {mélodo da
tricotomia). Na primeira etapa do processo, dividimos o intervale la, b} em frés partes de
mesmo comprimento ¢ dectdimos om qual das trés se encontra F. Obtemaos assim um noveo
intorvalo ¢ repetimos o processo, berativamenie dosta forma até isolarmos ¥ num intervalo
de eomprimento menor do que 2:. Tomamos entfo o ponto médio deste intervale como a
aproximagio desejada de T. Sabendo que 1 < /7 < 2, utilize este método para caleular V7

com precisio £ = 0.1,

Solucio: , _
Desejamos obter 2 tal que 1 = 7, ou seia, = tal que 2% — 7 = 0. Tomemos Hoy= 2%~ 7.
O grafico da fungdo ¢

' 7
LE B
13
b
B

‘
—h
B
=+ L ¥ T T Y

14 1% ra

i b -l 1 wh 203

Figura 1: Grifico da hincao f.

&)
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Para o Mctade da Tricotomia. apresentamos um algoritmo de resolugio:

errom=ir-a;
A
udfax:==50;
while (erro>=2%eps} and (n<=nMux) deo
nmerre/3;
crz=aqh
iz 03
H {f{c)*f(Li<D)
thien
i (F{e)* f{d}<0} _ i0
then
am=c;
baz=dd;
else
i {He)M(d)>0)
then
azsad;
else
ar=;
be=d; _ 20
ervor=(}, N
end if
end if
else
H (fley*eh} >0}
then :
b=
else
Bl
boue; 36
erroz=l;
end if
end if
erro;mh—a;
st 1
end do
x=(a+b}/2

Obscrvagio: Este algoritmo vale nas condigées do Teorema de Bolzano'.
Para nosso problema, temos

flaj=2" 7. a=1, bome 2, eps = {1.1

Assim, aplicando o algoritino para esses dados, temos

Ver o apéndice, a0 final deste gabasita.
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ni a b i ¢ d fla} f{b) fley | Hd)y | oere
01660 | 2.008 1 0.3333 ] 1.333 | 1.666 | -6.006 1 1.000 | -4.631 | -2.376 ¢ 13340
1] 1666 1 2.000 1 01113 1 1.777 | 1.8858 [ -2.376 | 1.000 | -1.380 1 -.2700 | 0.1120 |
31,888 | 2.000

Logo, = 9»}}!3 = 3,044 outros materialy? www.hmeusp.br/roms B
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Questao 2 (3.0 pontos):
Seja o) =" — da”

{a} Mostre que a equagdo flr) = 0 possul trés solugdes reals.

() Utilize o método de Newton para calcular a maior das solugdes com precisdo pré-fivada
de 0.01.

Solucao:

a) Vamwos estudar o comportamento da fungao f{x) = € — 42% por intermédio de suas
derivadas: :
Ma) =" — Bz
Fla)=¢e" -8
Mz =0 & 25 = 3In(2}
Logo. by = 3in(2) é um pouto de'tndexio. '
Como ffla) < oser < 3n(2), ¢ f'{(2) > 0, se 2 > 5In(2), termoes que f tem um
minime global cm og = 3in2). '
Qbservamos que f'lag) = 3{1 - 3n(3)) < 0 ¢ flap) = 1 > 8, doade existe um
£t € {0, 20) {es6 um) talque f'{z) = 0 {f" < 0). Tomos tambén que f'{4) = ¢*—32 > 0,
donde existe ry € (g, 4) {0 56 wm) tal que ff{a,) =0 (f" > 0). O esbogu de grdfico de
F ¢ dado por

Figura 2: Grafico da fungdo f'.
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Do grafico, observamos gue 2 ¢ um maximo local para f. + ry ¢ wm minimo local
Como f(B) =1 >0, firg = %~ 43In(2)}? < 0 ¢ z, ¢ ({r.2¢) ¢ um maximo local,
temos que existe um yo € {x).zy) tal que fly) = 0. Além disso. como flzg) < 0,
F{8) > 00 2y é um minimo focal. temos gue existe ¢y € (1. 0} tal que flya) = 0. Por
fim, sabemos que f(0) = 1 > 0 ¢ f(—1) = ¢ ' —4 < 0. Entdo cxiste yy € {—1,0) tal
que f{y) = 0. Assim, o gréfice de f(z) = ¢ — 4z? fica

Figura 3: Gréfico da funcao f.

b} O Método de Newton ¢ da forma

flay)

Lo = 31,2,
J(xa)

L4y = Lng ™

Entdo . ,
€™ — 4¥
L, o n=0,12...

Lppy ™ Ly P 8.13,-(‘

O maior dog zeros de fx) ¢ g3 € (29, 8] (veja consideragoes anteriores). Para decidir-
nos a monotonividade da sequéncia de gproximagdes obtidas pelo Mdérodo de Newton
spliquemos o método a partir de xp = b

n ;I:l'l (b(zﬂ }
G| 5.000 | 1.554
114554 4.348
214348 | 1309
37 4.308 | £.307
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Come =y > ay > ry, tomos que a sequéncia de iteradas converge de forma mono-
tonfvamente decresconte. Assip, aplicamos

Tpawt & dix, — 2(5)
atd que
Iy — 28 < @z, — 26)
com o rusl temos

=z, E= 144 06

Para nosso problema, temos g = 5, & = 0.01. Fazendo as iteragdes, obtemos a seguinte
tabela: ' :

nlom, X, 26 ) o, — 28 ) (o, — 28 2 $x, — 28)?
G 13.000] 4980 4.0542 ! Simn
1140427 4522 4.339 ! “e Sim
2143301 4319 4,306 ! ' Sim
3430677 1286 1307 ¢ Nao o
Logo. & = oy — ¢ = 4.200. otitros materiais? www.ime.usp.br/ roma M




i
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Quest3o 3 (2.0 pontos):

Em um méiodo de aproximagioes sucessivas, calculu-se a seqiioneia 1,5y = é{x,} a partiy de
um valor inicial z¢. De exemplos de fungoes ¢z} (com os repectivos ap) tals que:

a} A scgiiéneia z, converge alternadamente.
b} A seqiiéncia z,, converge monotonicamente.
¢) A segiiéncia x, nao converge.

Justifique!

Seolugio:

. 2 . . .
a} Scia flz) = 5 %‘1 Queremos calcular a menor radz de f, isto €, z = 0.

=
B
i
Lo}
!
i.
I
o
|
i
!
|

.1’.'__1:
2»-- .

Logo. temos a sequéncia

22
Tpey = o{rg), n=0,1,2,++, com ciy) = — —

a2 B

9

Seja [ = [~1,1]. Sabemos que devese cumplir que — < ¢'(x) < 0, Yz € 1, para que
a convergéneia seja alternada. Da equacio anterior, temos que &(2) = 27‘” - % Logo,

2 2z 2 13 3
wl e re ] mm - m o - . (T ——
r = g<g<9m::>_ 15<¢5(1)< T

Para a escotha do valor inicial ag, tomamos o extremo de {omails préximo de o0 Neste
¢aso, podemos tomar qualauer extromo de [, pois 2 é o centro do intervalo 1

Logo, a scquéncia {2, }5%5 converge alternadamente.
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L) Seia fla) = &% — . Quercmos calenlar a malor raiz de [, isto é, £ = 1. Logo.

f{.—z)mﬂm.::”w;z:mf)w:gwxwgmﬁ,

Eutdo, remos a sequéneia

Eney = tg5(.‘z:,,), o= 0 19 2; Tt com QS("E} = ﬁ

Da relagio anterior, temos gue ¢'{z) = 3{7; E obvio que g ¢ ¢ sdo continuas em
qualquer intervalo [ gue contenha o ponto fixo £ de ¢, mas nfio o ponto zero. Para
garantir & coavergénela mondtona, precisamos que 0 < z) < L, Ve e I, zp € 1 e
2,1, Yne N ‘

Teremos 0 < d{x) < 1, se & > . Entdo, pudemos_cs’ccﬂ__zér I = {0.5,1.5]. Para a
escolba do valor inicial, tomamos como I 0 extremo de [ mais proximo de . Neste
easo, podemos tomar gualquer extremo de £, pols & ¢ o centro do intervalo 1.

Logo. a sequéndia {2, }22, converge monotonicamente.

¢} Seja f{r) = &~ — & Queremos calenlar & maior raiz de f, isto ¢, 2 = I,
fa)=0er —2=0e= =0
Logo, temos a sequingia
2

o = Olta), n=0,1.2.--+.  vom gz} = 2”.

Seja o > 1. Tumos que

e W‘Lé>lg>1



MAP.2121. Prova 01 — 12/09/1999

Ty wm oI > > g > 1
Xy = -r§>i{'z;$;>$g>l

Tpp) = LT, o>yl

Logo, a sequéncia {2,125, diverge.

outros mareriais? www hpeusy br/roms W
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Questio 4 (3.0 pontos):

Considere o sistema Hnear 4z = bonde § ={3,2, ~4)" ¢

2 1.6
A={4 -2 1
1 -3 -2

Utilizando ponto flutuante com 2 algarismos significativos, _
{a) Besolva o sistema dado pels método de Gauss com condensacao pivotal,
{b) Caleule a primeira coluna da matriz inversa de A.

Solugio:

a} Construindo & matriz aumentada, ¢ resolvendo pelo Método de Elminagao de Gauss
eom condensacdo pivotal. temos

21 613
t -2 1] 2
1 -5 -2 _ ~4

! —~5 -2i-—4
pr=
4 -2 1 2
F=05] 1+1= 6—0.5=255 3ml=2
P02 =3+05=~43 ~2~025==23!~1~05= ~4.5
P2

pr=2  pa=d
4 -2 i p
025 —4.5 -2.3 — 4.5
135) :ﬁwfj,xwﬂ.vflifé.swﬁl.{}xé.ﬁ 2—-2=1
pi=d gl
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Resolvendo o sistema triangular. temos
25 == 0.00, 2, = 1.0, =10, owz={l,1H
b) Achar g primera colmna da inversa de 4, ¢ o mesmo gue resobver Az = 6, com

b= {1,0,0)". Devemos "transformar” & pars podermos trabalbar com a matriz A
i4 triangularizada.

1 { 0
0 5! BN B B
L 0 1
P12 pal
0 o i
0—025+x0=0 | — | ¥} — i
1 1w 5% = I+ 041 x 0=

Agora. o sistcma triangular a resolver ¢ _
L4 =2 1 o
6 —4353 =230
0 0 45 |1
enia solugho ¢
' . Iy == 022, Ty = “011, &y o=z “{)li,
our={-0.11,-0.11,0.22)".

outros materiais? www i usp b/ roma ¥

Fregentemente, existemn virias formas de se resolver win mesino exercicio. As sugestdes apresenadas
aquet foram elaboradas por Olgs Harumi Saitc e Nelsou Leonardo Vidaurre Navarrete. alunos de pos-
grafuacao inscritos ne PAE. TME-USP, objetivando a clareza da exposicio. Este gaburite pode ser obtide
grazwmcamente via Internet seguindo os links apropriados & partir de www ime.usp b/ “rorus. Junko /2004




