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Questao 1: Imagine que um objeto de perfil circular (com raio r, massa m e momento de inércia I) seja
colocado no ponto A da canaleta ilustrada abaixo com velocidade inicial nula. O atrito entre esse objeto
e a canaleta é suficiente para que ele role sem deslizar e a resisténcia do ar é desprezivel.

a) (0,5) Esboce o diagrama das forgas que agem sobre o objeto quando ele estd no ponto A da trajetéria
e escreva as equagoes do movimento, de translacdo e de rotacao (nao é necessario resolvé-las).

b) (0,5) O ponto D da trajetéria indica o ponto mais alto que o objeto atinge apds ser atirado verti-
calmente para cima, em C. Explique em até duas linhas legiveis porque a velocidade angular do objeto,
em torno do seu centro de massa, em C' e em D sao iguais.

c¢) (0,5) Considere os seguintes perfis de densidade para o objeto (quanto mais escuro, mais denso),
todos com a mesma massa. Liste-os, em ordem crescente de momento de inércia.

Perfil 1 Perfil 2 Perfil 3 Perfil 4

d) (0,5) Para qual dos perfis acima o corpo sobe mais (ou seja, a distancia h é menor)?

e) (1,0) Calcule a altura h em funcao dos parametros r, m, I, H e R.

Questao 2: Considere um sistema de cinco objetos puntiformes dispostos em um plano de acordo com
a figura a seguir. Cada um dos quatro objetos periféricos possui massa igual a m, enquanto que o quinto,
localizado na origem do sistema de coordenadas indicado na figura, tem massa 2m. Eles s@o unidos por
hastes rigidas e de massas despreziveis.

a) (0,5) Calcule o momento de inércia do sistema em relagao ao eixo passando pelos objetos 2 e 3.



b) (0,5) Calcule o momento de inércia do sistema em relagao ao eixo perpendicular ao plano da figura
e passando pela origem.

¢) (0,5) Calcule o momento de inércia do sistema em relacdo ao eixo perpendicular ao plano da figura
e passando pelo ponto M indicado na figura.

d) (0,5) O sistema, inicialmente em repouso, recebe um impulso p conforme ilustra a figura. Qual é a
velocidade subsequente do centro de massa? Escreva sua resposta em funcao de m, d e p = [p].

e) (1,0) Ainda considerando a situagao descrita no item anterior, qual é a velocidade angular do sistema,
em torno de seu centro de massa, imediatamente apds o impulso? Escreva sua resposta em funcao de m,
dep=|pl.

f) (1,0) Apés o impulso o sistema passa a rodar no sentido anti-horéario do plano. Seja m = 0,1 kg e

d = 0,2 m. Obtenha o médulo e o sentido do torque aplicado no sistema por uma forca resistiva, sabendo
que a velocidade angular decresce linearmente de w; = 2 rad/s até wy = 0 rad/s em 4 segundos.

Questao 3: Considere um projétil de massa m movimentando-se no plano z-y de um sistema de co-
ordenadas nas situacoes descritas pelos itens abaixo. Adotamos nesta questdo um sistema de unidades
arbitrario, onde a constante gravitacional de Newton G é igual a 1. Expresse seus resultados em fungao de
m onde for necessério.

a) (0,5) O projétil desloca-se isoladamente em movimento retilineo uniforme. Sua posi¢do em funcao
do tempo é dada por
7(t) = (10 — 4t) 7+ 27
onde 7’e 7's@o os versores dos eixos x e y, respectivamente. Qual é o médulo e o sentido do vetor momento
angular do projétil com relacao a origem desse sistema de coordenadas? Justifique.

Nos itens subsequentes, considere um planeta de massa M = 20, com M > m, fixo na origem do sistema
de coordenadas. Para os itens b), ¢) e d), o planeta é puntiforme e a condi¢ao inicial do projétil é

70)=27 e  #(0)=—47.

b) (0,5) Determine o vetor momento angular e a energia total do projétil.

c¢) (0,75) Qual é a forma geométrica que descreve a trajetéria? Justifique. Dica: ache o raio de
equilibrio minimizando o potencial efetivo e tire suas conclusoes.

d) (0,75) Faca um esbogo bem qualitativo da trajetéria do projétil com relagao a posicao do planeta
indicando, em dois pontos distintos da trajetdria, as orientacées dos versores das coordenadas polares.

e) (0,5) O planeta agora é uma esfera de raio R com densidade que varia radialmente de r =0ar =R

de acordo com R
4M r
r)=———5 R—f) tal que r)dr =M .
o =3 (R=3) . wlae [ o
Ou seja, é mais denso em seu centro do que em sua superficie. O projétil agora encontra-se em repouso na
superficie do planeta. Partindo da equacao da energia total do projétil obtenha a velocidade minima, em

termos de R, para que o projétil escape para bem longe do planeta (velocidade de escape).



1 Resolucgoes

la As equagbes do movimento sao:
Pcos — N =0,
Psinf — A = ma,
rd = la,
sendo P o médulo da forca-peso, N o médulo da forca-normal, A o médulo da forca de atrito, a a aceleracao

linear (do CM) paralelamente ao plano, a a aceleragao angular do objeto e 6 o angulo de inclinacdo entre
o plano e a horizontal.

1b: A partir do ponto C a forca de atrito, responsavel pelo torque no objeto com relacao ao seu centro
de massa, deixa de existir. Logo, o momento angular é conservado. Como L = I& e I é constante, & a
partir do ponto C' até chegar em D deve se manter inalterado.

lc: Quanto mais massa concentrada préxima ao eixo de rotagao, menor o momento de inércia. Ordem
dos perfis: 2, 3, 1 e 4.

1d: A menor distancia h serd atingida pelo perfil com a menor energia de rotacao, ou seja, aquele com o
menor momento de inércia—perfil 2.

le: Colocando o zero do sistema de referéncia no ponto B e orientado o eixo y para cima, a energia
mecanica do objeto nos pontos da canaleta sao:

Ey= mgH7
Ep = mgr,

1 1
Ec =mgR + imvé + ilw%,
1
Ep =mg(H — h) + §Iw2D.

Note que nao precisaremos da energia em B. Utilizando a condicao de nao-deslizamento v = wr e lembrando
que wp = we (item b), as expressoes de interesse podem ser reescritas assim:

Es=mgH,
1
Ec =mgR+ §(m7‘2 + Nw?,

1
Ep=mg(H — h)+ ifw%.



Como a forga gravitacional é conservativa e a forca de atrito, responsavel pelo rolamento do objeto, nao
realiza trabalho (pois nao hé deslizamento), a energia mecéanica é conservada. Logo, F4 = Ec = Ep. Para
obter a altura h equalizamos as energias em A e em D:

2
Twe,

1
EA:ED:>mgH:mg(H—h)—|—§Iw%$h: (1)

2mg’
Mas ainda nao conhecemos w¢. Para isso, escrevemos

1 2mg(H — R)
Es=FEc = mgH =mgR + i(mrz—i—f)w% = wd = e b

Usando este resultado em (1), obtemos a resposta desejada:

 H-R
14 mr2/I

h
2 I =myr?+maors +mard +myrd +msr2 = I =m(r? + 13+ 73 +r3 +2r2)
2a ro=7r3=0, rmi=r4=2d = I3=m(4d®+0+0+4d*+ 2d?) = 10md?

2b TN =T =7T3=T4= d\/§7 s = 0 = I5 == 4m(2d2) — 8md2

2c Teorema dos eixos paralelos: In; = Is + M¢? onde I5 é o momento de inércia do item anterior,
M =mi +mo +ms3+my +ms =6m e =d. Logo, In; = 8md? + 6md? = 14md?

2d Conservagao do momento linear: p = MVoy = 6mVeoy = Vo = p/(6m).

2e Ha apenas transferéncia de momento, sem transferéncia de massa, ao sistema. O centro de massa
mantém-se sobre o eixo x, ou seja, Royr € paralelo a Vioas. Portanto, Leyy = M Ropyr X Vour = 0.

Conservacao do momento angular: Lantes = Ldepois

Eantes = dpE, Edepois = Isw k= 8md?wk.

L P
8md
2f w decresce linearmente = a ¢ constante. Sendo AG = —2k rad/s e At =4 s temos

a=—0,5rad/s> k.

Com os valores fornecidos para m e d temos I = 8 x 0,1 x 0,04 = 0,032 kg-m?. Como nessa questdo o
torque é dado por M = I&@ temos M = —0,016 N-m k.

3a Apesar do MRU, com relacgao a origem do sistema de coordenadas escolhido existe momento angular
diferente de zero! Temos

L=mix& onde ﬁzﬁz—éﬁ’
dt
L=m[(10 — 4t)7+ 2] x (—47) = —8m(Fx 7) = —8m(—k) = 8mk. (2)



3b Como somente a componente na dire¢ao 7 do vetor 7 mudou com relagao ao item anterior, e sabendo
que esta é paralela & velocidade (nao contrlbulndo portanto, ao momento angular), temos que o momento
angular é o mesmo do item anterior, L =8mk.

A energia total do projétil é

1 GM
E=_-mv} - m onde vo=19(0)]=—-4 e ro=|r(0)] =2
2 To
16 20
= Esz——m:&n—lOm:—Qm
3c Do item anterior: E = —2m < 0 = érbita eliptica ou circular! Analisando o potencial efetivo,
U.r(r) L* GMm 64m? 20m 32 201 _, [8 5
r)= — = — =m|———|=4d4m |- ——| .
ef 2mr?2 r 2mr? r r2 r r2 r
O minimo ocorre em
AUy _2x8 5 1 16 32
=0 = = —(—-16+5 =0 = =—=—=3,2
dr 3, * 2, Tg’q( T 5req) =5 T 10 7

r=Teq

Como 7 # 7eq, a Orbita nao pode ser circular. Trata-se, portanto, de uma 6rbita eliptica.

3d Temos que 7(0) e ¥(0) sdo perpendiculares entre si. Em uma 6rbita eliptica, essa situacdo ocorre
somente nas distancias ry,in € Tymaez. Como req > 19, concluimos que 79 = ;. A origem, onde o planeta
esta localizado, é um dos pontos focais da elipse.

Observacoes mais avancadas: 79 = Tmin = a(l —€) e g = b =a(1— €2), onde a e b sdo os semi-eixos maior
e menor, respectivamente, e € é a excentricidade da elipse. Obtemos, portanto, ¢ = 0,6 ¢ a = 5.

3e A forga/energia potencial gravitacional na superficie do planeta com simetria esférica nao depende
de sua distribuicao radial, apenas de sua massa total. Logo, na superficie do planeta a energia total do
projétil é
1 GMm
E=-mi® - ——.
2 R

A velocidade de escape é, por definicao, aquela que resulta na menor energia que nao limita o movimento

radial, ou seja, £ = 0. Logo,
1 5 GMm N [12GM 140
—muv = — Vo = —_— _—
2 ¢ R ¢ R R



