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2. Um haltere composto por uma barra delgada de massa desprezivel e comprimento L possui em cada
extremidade um pequeno corpo de massa M de tamanho desprezivel. O haltere é colocado para
girar sem atrito em torno de um eixo horizontal perpendicular a barra, que passa por um ponto
localizado a 1/4 do seu comprimento. O haltere ¢ abandonado no repouso na posi¢io horizontal
(ver desenho). Expresse suas respostas em funcao de M, L e da aceleragao gravitacional g.

(a) (0.5) Calcule o momento de inércia I do haltere em
relacao aquele eixo de rotacao.

A
]

¢ % (b) (1,0) Calcule a velocidade linear da extremidade mais

M comprida do haltere quando ela atinge a posicao inferior.

(1,0) Se, nesta posicao inferior, o haltere colidir com um

outro corpo de massa m = 5M/3 e tamanho também

3 : desprezivel, inicialimente em repouso e que fica grudado
(1;9“1 no haltere, qual serd a velocidade angular do conjunto
logo depois da colisao?

a)

Como sdo corpos pontuais, basta somar o produto MR?, onde R é a distancia até o eixo

de rotacdo:

Ihaitere = M(

b)

(3L>2 _ 5MI?
4) 8

A Unica for¢a agindo sobre o haltere é a forca gravitacional, que é conservativa. Logo, a
energia mecanica se conserva. Note que a forca gravitacional do haltere € aplicada no
centro de massa, entdo ha um torque causado pela forca gravitacional, e o momento

angular ndo é constante.

Entdo o unico caminho que podemos seguir é através da energia, pois nao ha meios de
calcular a variacdo do momento angular (seria necessario uma informacdo sobre o

tempo que levou até ir o ponto mais baixo).
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Na hora de calcular a variacdo de energia
potencial gravitacional, devemos levar em
conta a variacdo de altura do centro de
massa.

Como as duas massas sao iguais, o centro
de massa fica bem no meio do haltere.
Portanto, o centro de massa caiu uma altura

L L L L
de Ah = hiniciar — hfinal = (E + Z) —3=3



Pela conservacdo de energia, temos:

o ; - [w?
Eiciat = Efinar © EJ" = Ej”"” + EF2H0 o 2MgAh = -

cinetica
oM L 5MIL? w? , 8g 8g
—_= i = — = —_
95778 2 7Y T5.797 |51

Portanto, a velocidade linear da parte inferior do haltere é:
— WR = 8g 3L  |9gL
PEOR= 5L e T 10

Na colisdo, sabemos que o momento, tanto linear quando angular se conservam. No

0)

caso, é relevante o momento angular.
Lembrando que momento angular é: L = [w

Ja sabemos que:
5ML? 89
Lantes = lantesWantes = T E

Como a massa m ficou grudada no haltere, houve uma mudan¢a no momento de
inércia:

3L

2
Idepois = lgntes +Mm (T)

_ 5MI? N 15ML*  25ML?
-8 16 16

Conservagao do momento angular:

5ML? 89 25ML? 2 |8g 329
Lantes = Ldepois (:)T E = T Wiepois © Wdepois = g E = ﬁ
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3. Um disco sélido uniforme é posto em rotacao com velocidade angular
wp em torno de um eixo horizontal, perpendicular ao plano do disco,
passando por seu centro de massa. Depois, a borda do disco é posta
em contato com uma superficie horizontal, e o disco é solto, com
seu eixo de rotacao paralelo a superficie, como na figura ao lado.
Seja R o raio do disco, M sua massa e I = M R?/2 seu momento de
inércia em torno do centro de massa, e seja i o coeficiente de atrito
cinético entre o disco e a superficie. Em termos de wy, R, M, jt e
da aceleracao da gravidade g:

(a) (1,0) Qual é o tempo necessario para que o disco deixe de derrapar?

(b) (0,5) Qual é a velocidade angular do disco no momento em que ele deixa de derrapar?
(¢) (0,5) Qual é a distancia percorrida enquanto o disco estd derrapando?

(d) (0,5) Calcule a razao entre a energia cinética final e a energia cinética inicial do disco.

Esse exercicio € do tipo que vocé |é e ndo sabe por onde comecar. Entender esse
exercicio vai fazer com que vocé entenda muitos outros, por isso recomendo que apds
ler a resolucdo, tente refazer sozinho para absorver essa linha de raciocinio.

a)

O primeiro passo é

situagdo. O que esta acontecendo é
cantando pneu. Inicialmente, a roda sé gira em falso, e lentamente vai se movendo para
frente até meio que “travar” e comecar a girar sem escorregar.

entender o que esta acontecendo e visualizar mentalmente a
similar a quando um carro em repouso sai

Agora que a situagdo esta entendida, vamos transformar em equacdes:

N Equacdes:
1 Linear: Lembre que a forca de atrito € dinamico, e
Vof O portanto Fat = uN

x:Fat = Ma & uN = Ma ©a = ug

'/(T\ y:N =P = Mg
Angular: Note que somente a forca de atrito faz
Fat torque, pois estamos considerando a rotagdo em

torno do centro do disco.

2 2ug

R
Com isso, obtivemos a aceleracao linear, que muda a

velocidade do eixo de rotacdo, e a angular, que muda a velocidade de rota¢do. Porém
falta relacionar as duas.

Note que essas aceleracdes ndo obedecem a = aR, pois essa é a condi¢cdo para nao
derrapar, e utilizamos o atrito dinamico para obter essas expressdes. Se ndo estivesse

"P g =la © Fat.R = aeoa=

deslizando, ndo poderiamos ter usado Fat = uN, pois o atrito estatico s6 pode ser
calculado assim no limite maximo. Em outros casos, o atrito estatico € dependende de
outras coisas. As velocidades também ndo obedecem a relacdo, pois temos: w =
woev =0.

Note também que a aceleracdo angular estd no sentido contrario da velocidade, e
portanto é uma desaceleracdo. Entdo temos uma desaceleracdo angular e uma

2



aceleracdo linear. Entdo, a velocidade linear vai aumentar e a angular vai diminuir, até
que apoOs um certo tempo a relagdo v = wR vai ser obedecida e o disco para de deslizar.
No instante que isso ocorrer, a forca de atrito deixara de ser dinamico, o que significa
que ndo podemos mais calcular ela como N, e ela vira uma incognita a ser calculada,
dependendo das outras condi¢des.

Entdo precisamos calcular o tempo necessario para que a relacdo seja obedecida,
usando os conceitos de cinematica:

v= w.Reat = (wg—at)R © ugt = wyR —2ugt &t = %
b)
Feito o item a, agora fica tudo facil. Usando os conceitos de cinematica:
2ug woR  wg
W= wyg—at= wO_T'%Z ?
@)

Novamente, usando os conceitos de cinematica (ou calculo):
at’> ug (a)OR)Z wo2R?

Ax = 2 2 3ug/  18ug
d)
A energia cinética inicial é:
w3 MR?w,?
Einicial = Erotagéo = 2 = 4

A energia cinética final é:
lw?> Mv?
Efinal = Erotac;ﬁo + Etranslac;ﬁo = T + 2

Aqui temos que somar as duas energias cinéticas, a de rotacdo e a de translagdo. No
caso da translagao, a velocidade usada € a do eixo de rotacdo. No caso, o centro de

massa. Substituindo v = wR e w = %z
2
— M; w? s MR*w? _ <MR2 +MR2>w_2 _3MR?w,® _ MR?wy’
final 2 2 2 2 2 18 12
Portanto:
Efinal _l
Einicial B

Note que a parte importante deste exercicio estd na parte de transformar em
equagdes. Usar a segunda lei de Newton F = Ma todo mundo ja esta acostumado. Mas
agora, temos que levar em conta mais uma equacao, o equivalente angular da segunda
lei de Newton: t = Ia

Essa nova equac¢do ndo compartilha variaveis com o balanco de for¢as F = Ma, mas o
que conecta elas é a condi¢do de ndo deslizar, como dito na aula.
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24. (*) Um haltere formado por dois discos 1 e 2 ignais de massas m unidos por uma barra
rigida de massa desprezivel ¢ comprimento ¢ = 30 crre repousa sobre wma mesa de ar
horizontal. Um terceiro disco 3 de mesma massa m desloca-se com atrito desprezivel
e velocidade vy = 3 m/s sobre a mesa, perpendicularmente ao haltere, e colide fron-
talmente com o disco 2. ficando colado a ele. Descreva completamente o movimento
subseqiiente do sistema.

R: vey 1 m/s na direcao de vy e w = 5 rad/s

A massa 3, ao colidir com o haltere vai grudar e iniciar um movimento de rotacdo,
somado ao movimento de translacdo. A rotacdo sera ao redor do centro de massa, pois
o haltere esta livre pra rotacionar em torno de qualquer eixo, e a rotacdo de menor
momento de inércia € em torno do centro de massa, por consequéncia do teorema dos
eixos paralelos.

Sabendo que a rotacdo sera em torno do centro de massa, precisamos saber onde esta
o0 centro de massa para calcularmos momentos angulares e momento de inércia.
Lembrando que o centro de massa € uma média ponderada das partes, o que significa
que o centro de massa deve ter uma velocidade para a direita e tem que estar mais
proximo da parte de baixo.

v
3mvey =mvyg+m.0+m.0 & vy =?0= 1m/s
Considerando a origem da coordenada y nas massas 2 e 3, a posicdo y do centro de
massa é:
l
3myey = ml+m.0+m.0 © yey =3= 10cm
Agora podemos calcular as grandezas angulares. Como ndo ha forgas externas, o
momento angular se conserva:
Lantes = Mvy.7sin 8 = my, 3

Nessa férmula do momento angular, o rsin6 é a distancia perpendicular até o eixo de
rotacdo, igual se calcula torque.

Lgepois = lw
Precisamos calcular o momento de inércia depois da colisdo, em relacdo ao centro de
massa.

20\2 N2 2ml?
I=m(—) +2m<—) =

3 3 3
Portanto:
l  2ml? Vo
Lantes = Laepois & m170§ = Ta) Sw= 21 = m =5rad/s
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32. (**) Considere dois corpos com m; > ms ligados por um fio de massa desprezivel que

MR?
2

passa sobre uma polia de raio R e momento de inércia I = ao redor de seu eixo
de rotac¢ao, como na figura a seguir. O fio nao desliza sobre a polia. A polia gira sem
atrito. Os corpos sao soltos do repouso e estao separados por uma distancia vertical
de 2h. Expresse as respostas em funcao de my, ms, M, g e h.

(a) Encontre as velocidades translacionais dos corpos quando passam um pelo outro.

1/2
R: v = |-2ghlmizma)
. (”*1 g 4 ‘_f)
(b) Encontre a aceleracao linear dos corpos.

(my—mz)
R:a=—""—%—¢
(J'i'|'1+1'u-_3——#)'}I

)
O

a) O sistema é conservativo, portanto a energia mecanica se conserva. Mas precisamos
saber em que altura eles passam um pelo outro, para saber a energia potencial.
Eles estdo conectados por uma corda, o que significa que se uma massa desce Ah,
entdo a outra tem que subir a mesma distancia para manter o comprimento da corda
igual. Por esse mesmo principio, as massas ml e m2 tem que ter velocidades e
aceleracfes iguais.
Como a diferenca de altura entre elas € 2h, quando a massa m1 descer h, a massa m2
vai ter subido h e vai ser o momento que elas passam uma pela outra.
Pela conservacdo de energia:

Eantes = Edepois © Egntes = E;epois + Ecin © AEg = Egin
A energia cinética é a soma das energias de cada corpo, incluindo a energia rotacional
da polia. Como a corda ndo desliza, a velocidade linear da corda se relaciona com a

velocidade angular da polia: v = wR

M
P m1l.v? +m2.v2 N [w?  (ml+m2)v? N MR? v? (ml+ m2 +7)v2
) 2 2 2 2 2R? 2
A variacdo de energia potencial gravitacional é a massa m1 descendo h e a massa m2
subindo h:
AE; = ml.gh —m2.gh = (m1 —m2)gh
lgualando:

(ml+m2+ %)172
(m1 —m2)gh = 5 elv=

2(ml —m2)gh

m1+m2+%




b) Nesse caso, as tensdes de cada lado da polia ndo sdo iguais. Isso acontece porque a

polia tem massa e por causa do atrito estatico entre a polia e a corda.
O primeiro passo é marcar as forcas. Vou marcar apenas na polia, pois nos bloquinhos
todo mundo sabe.

Agora é transformar tudo em equacdo e tentar tirar leite de
pedra, ou numeros de papel.

Na polia:

Linear: F=T;+T,+ P (essa equacdo, na verdade, ndao sera
usada)

Angular: T;R — T,R = Ia (0) (as tensbes fazem torque no sentido
contrario, e como ml > mz2, eu sei que o sentido de rota¢do vai
ser anti-horério)

Nos blocos:

i P,—Ty=ml.a ©ml.g— T; =ml.a (1)

Ty, —P,=m2.a ©T,—m2.g =m2.a (2)

Agora vem a condi¢do de nao deslizamento: a = aR

Com todas essas equacdes, basta resolver o sistema:
2
(0) TlR - T2R =

a © 2T, — 2T, = MaR = Ma
Fazendo (1) + (2) e substituindo o resultado acima:

Ma
(ml—-m2)g+ T, —T; = (ml+m2)a & (ml—m2)g ——— = (m1l+m2)a

2
_ (m1—-m2)g
(ml +m2+ %)
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11. (*) Europa é um satélite do planeta Jupiter, com raio de 1569 km e com aceleragiao

em queda-livre, na sua superfificie, de 1,39 m/s%

(a) Calcule a velocidade de escape em Europa.
R: 2,09 kim/s

(b) Que altura uma particula alcanca se ela deixa a superficie com uma velocidade
vertical de 1,01 km/s?
R: 4789 km

(¢) Com que velocidade um objeto atinge o satélite se ele for largado de uma altura
de 1000 km?
R: 1,303 kin/s

(d) Calcule a massa de Europa.
R: 5,13 x 10% kg

a) A velocidade de escape é:

2GM
Vescape = T

Mas nao temos informac8es da massa do planeta, entdao precisamos usar a informacao

da aceleracdo gravitacional na superficie:

GMm GM GM
Mmg= gz CIT g OIR= 1

Logo:

2GM
Vescape = = = J2gR =2088m/s
b) Podemos fazer uma simples conserva¢do de energia, mas lembrando que energia
potencial gravitacional ndo é mgh. Isso sé serve para campos gravitacionais constantes,
que é uma aproximacdo para distancias pequenas.

GMm mv?
Eantes = Eg +E;n = _T‘l'T
GMm
Edepois = Eg = _R_-I-h
Igualando e isolando h e substituindo GM = gR? :
GMm N mv? GMm N GMm R 29gR? v2R 478 956
— =— h=——m— - R=—7— _R=—1— =
R 2 R+h GMm _ mv? 29R — v? 2gR — v? m
R 2
¢) O mesmo procedimento do item b, s6 que inverso.
d) Utilizando a rela¢do obtida no item a:
GM gR? -
gR=— & M= =—=513.10"kg

Obs: Nao tentem aterrissar em Europa.



Extra)
Uma esfera de raio R tem um buraco esférico de raio

R . .
r = - como mostrado na figura. A esfera tem densidade

uniforme p. Calcule a aceleracdo gravitacional no eixo x,
para |x| > R, ou seja, fora da esfera.

Esse exercicio usa um truque que de vez em quando aparece. Se vocé nunca viu isso,
nunca vai pensar nesse truque, a menos que ele dé uma dica. Se vocé ja viu o truque
alguma vez na vida, fica facil, e por isso resolvi mostrar.
O truque é considerar a esfera com buraco como sendo a soma de uma esfera macica
com uma outra esfera de massa negativa. Sim, massa negativa. E s6 um truque
matematico que funciona.
A esfera maior tem massa:
47R3p

3
A esfera menor tem massa:

4mr3p 47R3p

m =pV =

mETT3 24
O campo gravitacional pode ser calculado analogo ao campo elétrico:
M
9= 57

Onde r é a distancia do objeto ao centro da massa M
O campo gravitacional entdo é a soma do campo produzido por cada esfera:

3 3
GM Gm G nR"p G AnRp 41R3 1 1
gx) = + = 3 _ 24 _ Gop| -
(x—=0)2 (x—1)2 X R\2 3 X g R\2
(x-7) (x-3)



Extra)

Supondo uma 6rbita circular e desconsiderando a rotacdo da Terra, estime a velocidade
linear e o periodo de rotacao da Estacao Espacial Internacional (ISS) ao redor da Terra,
estime também a aceleracdo da gravidade dentro dela. A Estacdo se encontra a cerca
de 421km acima da superficie, a gravidade na superficie da Terra é g = 9,81m/s e 0
raio da Terra é 6371km.

Temos que:

Na altura h = 421km, a aceleragdo gravitacional é:
, GM gR?

b= R+ R+N)?

Supondo 6rbita circular, essa aceleracdo faz o papel da aceleracdo centripeta:

2(R+h) = GMm_ = |9 00011 rad
me S®amE 0T (w000 rad/s

Assim, o periodo de rotagdo é:

2 (R + h)3 )
T=—=2m —= 5700s = 95min
W gR

v= w(R+h)=788km/s

=0,88g = 8,63 m/s?

A velocidade linear é:



Exemplo calculo de momento de inércia

Como pedido na aula, mostrarei um exemplo de calculo de momento de inércia.
Momento de inércia pode ser uma simples soma, no caso de corpos pontuais, ou uma
integral no caso de corpos extensos. No caso de corpos extensos, a integral é feita por
meio de uma densidade. Acho dificil isso ser pedido em prova, pois na maioria das
vezes, é necessario ter conhecimentos de integrais duplas ou triplas, ndo aprendido em
Calculo I.

Neste exemplo, vamos calcular o momento de inércia de um disco, com o eixo
passando pelo centro. O disco tem massa M e raio R e densidade constante.

O momento de inércia é calculado a partir da integral:

I = frzdm

Agora precisamos usar a densidade para relacionar dm com informagdes espaciais.

dm M M M

a=a= 1= & dm = mdA
Aqui tem duas formas de prosseguir, eu poderia falar que dA = 2nr.dr e fazer uma
integral simples, ou dA = r.drd6 e fazer uma integral dupla. Vou fazer a integral dupla.
O r adicional esta relacionado com o fato de eu estar usando coordenadas polares (r e
#) no lugar de coordenadas cartesianas (x e y). Os limites da integral sao escolhidos de
forma que integramos no disco inteiro, ou seja, com o angulo variando de 0 a 2mr e o

raio variando de 0 até R:

l—ﬂ s M rag = X anefR sar = Mo BT MRT
)T RR2Y T Rz), T TR e T 2

Outro exemplo: uma barra homogénea com o eixo passando pela ponta

I = frzdm

Como se trata de uma barra, vamos usar densidade linear:
dn M
Definimos o eixo em x = 0 portanto, a distancia r sera x:

I_fLM 2qy = M L’ 0 _MI?
A A ! E
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