Probabilidade 0303200
Segunda lista de exercicios

1. Considere um experimento aleatério no qual o espago amostral é S = {s; : s; =
—3,-2,—-1,0,1,2,3} e os eventos sdo equiprovaveis. Se uma varidvel aleatéria
for definida como X (s;) = s?, encontre Sx, a imagem de X, e sua fun¢ao massa
de probabilidade. Calcule o valor esperado e a variancia de X.

2. A varidvel aleatéria Y tem fungao de densidade de probabilidade (pdf)

0, caso contrario.

Use a pdf de Y para calcular:

(a) a constante c,
(b) o valor esperado de Y,

(c) a variancia de Y.

3. Em um pacote de M&Ms, o nimero de M&Ms amarelos (Y) é uniformemente
distribuido entre 5 e 15.

(a) Qual é o valor esperado de Y7

(b) Qual é a variancia de Y?

4. O numero de solicitacoes em um certo intervalo de tempo no servidor do Jupiter
¢ modelado por uma distribuicao de Poisson. O engenheiro responsavel pelo
sistema coletou dados sobre o uso do servico e determinou que o servidor recebe,
em média, 3 acessos por minuto. O Jupiter foi projetado de forma a atender no
maximo 6 acessos em um intervalo de um minuto.

(a) Qual é a probabilidade do servidor ndo conseguir atender a todos os aces-
sos em um intervalo de um minuto qualquer? (Basta a expressdo, nao é
necessario calcular o valor).

(b) Considere que os nimeros de acessos em intervalos distintos de tempo sejam
independentes entre si. Qual é a probabilidade do Jupiter atender a todos
os acessos em dois intervalos consecutivos de um minuto? (Deixe a resposta
em funcao do item anterior).



10.

11.

12.

A temperatura maxima 7 em New Jersey em um dia de julho, medida pela
escala Farenheit, é uma varidvel aleatéria N (85,100) (Gaussiana). Calcule as
probabilidades Pr[T" > 100], Pr[T" > 60] e Pr[70 < T < 100].

Dica: Resolva o exercicio usando a tabela da fungao distribuigao da VA Gaussiana
no final da lista.

. Um professor paga 25 centavos por erro que os alunos encontrarem nas derivacoes

na lousa. Em uma carreira de n anos, o total pago pelos erros cometidos pode ser
aproximado por uma variavel aleatéria Gaussiana Y,,, com valor esperado 40n e
variancia 100n. Qual a probabilidade de que Y3y exceda 1000 reais? Quantos n
anos o professor deve lecionar para que Pr[Y,, > 1000] > 0.997

Considere a variavel aleatéria X com funcao densidade de probabilidade dada
abaixo. Calcule o valor de ¢ e desenhe fx(z) e Fx(x).

clx—1), 1<zx<2
fx(x)=qc(B3—1x), 2<x<3,

0, caso contrario

. Mostre que se X ~ N (p,0%) (Gaussiana), entao a varidvel Y = aX + b (com a e

b constantes) 6 Y ~ N (au + b, a*c?).

Seja a variavel aleatoria X,,, denotando o niimero de sucessos em n ensaios que
obedecem cada um a uma distribui¢ao de Bernoulli. Em cada ensaio, a probabi-
lidade de sucesso é p. Prove que E[X,] = np.

Dica: Use o fato de que >."_} Px, ,(z) = 1.

T

Em um certo jogo de loteria, a chance de ter um bilhete premiado é 1 em 1000.
Suponha que uma pessoa compra um bilhete por dia ao longo de 50 anos. Qual é o
valor esperado E[T] de bilhetes premiados em 50 anos? Se cada bilhete premiado
pagar R$1000,00, qual o valor esperado E[R] pago pelos bilhetes premiados ao
longo de 50 anos? Se cada bilhete custar R$2,00, qual o seu lucro esperado depois
de 50 anos?

Quando um celular transmite um SMS, a probabilidade de que a mensagem seja
recebida pelo outro celular é igual p. Para garantir que o SMS seja recebido pelo
menos uma vez, o sistema transmite a mensagem n vezes.

(a) Assumindo que todas as transmissoes sao independentes, qual é a funcao de
massa de probabilidade de K, o nimero de vezes que o celular recebe o SMS?

(b) Assuma que p = 0.8. Qual é o valor minimo de n que produz uma probabi-
lidade de 0.95 de receber o SMS pelo menos uma vez?

Seja a variavel aleatoria X, que corresponde aos resultados possiveis no langamento
de um dado honesto. Dada a funcdo f(a) = o, uma outra varidvel Z é obtida
por meio de Z = f(X).



13.

14.

15.

16.
17.

(a) Quais os valores assumidos por Z e qual a sua fungao de massa de probabi-
lidade?

(b) Obtenha o valor de E[f(X)].
(c) Calcule o valor de f(E[X]). Esse resultado ¢ igual ao obtido para E[f(X)]?

Determine o valor esperado de uma VA Poisson.
Dica: Derive Y"1 o /k! (que é a série de Taylor de ...) com relacio a .

(Valor esperado de VAs nao-negativas) Dado X, qualquer VA nao-negativa, vamos
demonstrar que seu valor esperado pode ser calculado por

B[ X] :/0 Tl = Fy(a)] da

Dica: Integre por partes ([UdV =UV — [VdU) fazendo U = 1 — Fx(x) e
dV = dx. Cuidado com os limites de integragao!

Uma empresa de manutencao de computadores pode demorar até 4 dias para
consertar um PC. O reparo é cobrado de acordo com o tempo que o servico leva
para ser executado. O niimero de dias D para que um computador seja consertado
e o preco do servico C' sao descritos por

(0.2, d=1
0.4, d=2
fo(d) =403, d=3
0.1, d=4
W caso contrario

90, se o computador é consertado em 1 dia
70, se o computador é consertado em 2 dias
40, se o computador é consertado em 3 dias

40, se o computador é consertado em 4 dias

(a) Qual é o valor esperado para o tempo de conserto up = E[D]?

(b) Qual é o desvio esperado E[ D — up|?

(c¢) Expresse C' em funcao de D.
)

(d) Qual o valor esperado de C?

Mostre que a variancia de Y = aX + b corresponde a var[Y] = a? var[X].

Calcule a variancia da varidvel aleatéria X ~ Geométrica(p):

e

0, caso contrario



18. Seja a variavel aleatéria continua 7', com funcao de densidade de probabilidade

folt) = {1/8, 1<t<9

0, caso contrario.
Seja U = h(T) = 1/VT.

(a) Calcule E[T'] e var[T'].
(b) Calcule h (E[T']) e E[R(T)].
(c) Calcule E[U ] e var[U .

19. A funcao de probabilidade acumulada de varidvel aleatoria V' é dada por

0, v < —H
Fy(v) =q (v+5)*/144, -5<v<T
1, v>T.

(a) Qual é o valor de E[V']?
(b) Qual é o valor de var[V']?
(c) Qual é o valor de E[V?]?

20. X ¢é uma varidvel aleatdria uniforme com E[ X | = 7 e var[ X | = 3. Qual a funcao

de densidade de probabilidade de X7

21. Neste exercicio, vamos mostrar um caso especial da Lei dos Pequenos Numeros.
De fato, vamos mostrar que quando acumulamos um nimero grande de eventos
raros, a distribuicao resultante é Poisson.

(a) Primeiro, vamos ver se isto de fato acontece. Lembre que uma Binomial(V, p)
¢ a distribuicao da soma de N VAs Bernoulli(p). Determine a Pr[B = 5] para
B ~ Binomial(100, 0.01) e Pr[P = 5] para P ~ Poisson(1).

(b) Mostre que

I AV _ e
Jm (1-F) = ven

Para tal, considere g(N) = (1 — %)N e note que o limite pode ser obtido
trocando N por uma variavel continua, u € R por exemplo, e considerando
o limite de In g(u). Dica: use a regra de L’Hospital.

LN
Novao \ k) NE T K

Para tal, expanda os fatoriais e determine o termo com o maior grau de N
no numerador e denominador.

(¢) Mostre que



22.

23.

24.

25.

26.

27.

(d) Usando os resultados em (b) e (c), determine a fungao probabilidade de

. . . . N [e% k o N—k
fr(p) = 1\}5%0 Binomial(N,a/N) = ]\}L{%o (k) (N> (1 — N)

Dica: Faca aparecer as expressoes dos itens anteriores.

(e) A qual VA corresponde a func¢ao de probabilidade obtida no item anterior?

A tensao V sobre um resistor de 1 2 é uma variavel aleatéria uniforme entre
0 e 1 V. A poténcia instantanea é dada por W = V2. Encontre a funcao distri-
bui¢ao de probabilidade Fy (w) e a fun¢ao de densidade de probabilidade fy (w).
Repita o exercicio para V' ~ Uniforme(—1,1).

U é uma varidvel aleatéria Uniforme(0,1) e X = —In(1 — U). Calcule:
(a) Fx(z).
(b) ful).
(c) E[z].
A tensao de entrada de um retificador é uma variavel aleatoria U com distribuicao

uniforme em [—1,1] V. A saida do retificador é uma varidvel aleatéria W dada
por
0, U<O0

W:g(U):{U U>0

Encontre Fy (w) e calcule E[W].

A variavel aleatoria X tem funcao densidade de probabilidade

e MEH2) g > 9
fx(z) = { -

0, caso contrario

(a) Calcule a probabilidade de 0 < X% < 1.
(b) Determine a funcao densidade de probabilidade de Y = X2

(c) Encontre o valor esperado de Y. Dica: [ze ™ = —\"}z 4+ A71)e .

Para uma variavel aleatéria U ~ Uniforme(0,1), encontre a fungao distribuigao
de probabilidade e a fungao densidade de probabilidade de Y = a+ (b—a)U, com
a < b. Mostre que Y ~ Uniforme(a,b).

O tempo entre chamadas telefonicas em um switch é uma variavel aleatoria ex-
ponencial 7' com valor esperado 0,01.

(a) Qual o valor de Prob[T" > 0,02]7
(b) Qual o valor de Prob[T" > 0,04 |7 > 0,02]?



28.

29.

A variavel aleatéria X é discreta e uniformemente distribuida em [—1, 3]. Encontre
para Y = |X]| -1

(a) py = E[Y] diretamente da definicao de Y e da fungao de probabilidade de
X.

Y

(b) a fungao massa de probabilidade de Y, py (y);

(c) 0% = varlY];

Sabe-se que o numero de solicitagoes em um servidor de dados em um certo
intervalo de tempo é modelado por uma distribuigao de Poisson. O engenheiro
responsavel pelo sistema fez véarios experimentos, medindo o niimero de acessos em
intervalos de um minuto, e chegou a conclusao que o servidor recebe em média 2
acessos por minuto. O sistema é dimensionado de tal forma que o niimero maximo
de acessos que o servidor consegue atender é de 4 acessos em um intervalo de um
minuto.

Responda:
(a) Qual é a probabilidade do servidor nao conseguir atender a todos os acessos
em um intervalo de um minuto qualquer?

(b) Considere que os nimeros de acessos em intervalos distintos de tempo sejam
independentes entre si. Qual é a probabilidade do servidor conseguir atender
a todos os acessos em dois intervalos consecutivos de 1 min cada?



Table A.3. The Cumulative Distribution Function for the
Standard Normal Distribution: Values of ®(z) for nonnegative z

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159
0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713
0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918
0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981
0.9987

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719
0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212
0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726
0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982
0.9987

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732
0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983
0.9988

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738
0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984
0.9988

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744
0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984
0.9989

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750
0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985
0.9989

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756
0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985
0.9989

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761
0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986
0.9990

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767
0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990
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