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Capitulo

INTRODUCAO
A MECﬁNICA
CLASSICA

Os principios da Mecanica Classica foram propostos por Newton em
1
1687.

Somente em épocas relativamente recentes, no seculo XX, verificou-se
que a Mecanica Newtoniana (geralmente chamada Mecanica Classica) nao e
aplicdavel quando a velocidade do movel ¢ da ordem da velocidade da luz ou
quando as dimensoes envolvidas sao da ordem das distancias interatomicas;
nesses casos extremos é necessario recorrer a Teoria da Relatividade de
Einstein e a Mecanica Quantica.

A quase totalidade dos problemas de Mecanica, em Engenharia, con-
tinua. entretanto, sendo resolvida de maneira totalmente satisfatoria pela
Mecanica Newtoniana: dai o interesse ininterrupto de seu estudo nos tres
ultimos séculos.

Uma exposicao critica dos principios, propostos por Newton, fol feita
por Mach [19]. lentaremos expor esses principios, de uma maneira bem
concisa, sequindo, por exemplo, os textos de Péres [24], Breves Filho 5] e
Cabannes [6]. Os fundamentos da Mecanica Newtoniana envolvem as no-
coes de comprimento, tempo, massa e forga (Cabannes [6]).

Comprimento:
Admite-se a Geometria Euclidiana como adequada para descrever O
espaco fisico e medir distancias.

I "Newton did not shew the t_-.auﬁ-e_of_ the a[};}_le_r falling, but he shewed a similitude between the
apple and the stars.”

Sir D’Arcy Wentworth Thompson

“"Where the statue stood
Of Newton, with his prism and silent face,
The marble index of a mind for ever

Vovaging through strange seas of thought alone.”
Wordsworth
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a parte da Mecanica que estuda 4

wﬁﬁ .
ricas do moviIm

ontlo.
'Aﬁ n@gﬁ}es da Geometria, a Cinem;j-
p p tica acrescenta dois Novos conceitos: g

%" e movimento e o de simultaneidade.

- Dado um sistema de coordenadas ¥
e um arco de curva, Y, de origem A ¢
.~ extremidade B, sendo P um ponto va.
riavel em y, vamos admitir como primj-
;ﬁﬁ@;gg@@ﬂceito de movimento de P em Y,
relativamente a 2, de A para B. P é cha-
~ mado ponto movel, Y. referencial: Y,
 trajetoria; A e B posicoes inicial e final do
~ movimento

A partir desses conceitos pode-se, na Cinematica Cldssica, dar uma
definicio de tempo. Chamaremos tempo uma variavel proporcional ao
mmmﬂm&ﬂm do darco de trajetoria entre a origem e o ponto maovel, num
mmmpﬂﬂfﬂﬂﬂr chamado "relégio". O tempo sera indicado por t e
f:m definido em todo campo real. As determinagoes de L serao chamadas

mg‘g"‘;’:"“‘?ﬂf‘” mﬂdﬂmﬂﬁﬁldwcmemanm Classica é o de simultaneidace,
équépm??eme‘;:t:isfn mﬁhﬁas de var 10S pontos em movimento. Esta no¢ao
Send s CIECET correspondéncia entre movimentos.
Sendo P um ponto movel qualquer e R(t | =
POSigao éSi'ﬂ'EultﬁPh 0 movel qualquer e R(t) o ponto maovel no relogio, cu)d

P Vamos adnﬂup;ﬁ: ge Ra ﬂmgﬁn E& P(?] € chamada lei do movimento de
POSICA0 inicial. percor POnto R do relogio volte repetidamente a mesma
UsIcao inicial, percorrendo cada vez o |

el Mo rel6gi I ;
da Dindmicy 0gio. Veremos que 0 mesmo ndo

' 1€Mmpo, na Mecanicy Clasc:
e e ca Classic icialmente,
Mmovimento de rota 81Ca, adotou-se, inicialmente

pParagoes com g ¢ ¢40 da Terra em relacao as estrelas:

saber, moyip 166} nfgff ?ﬁl fﬂfnecldos por outros relogios
mmpmﬂ"i mam Ctdlda Terrg e de outros planetas €m

| 10SIrOU peatien. o - ; |
trSos fatores, Principa| P?Ffuenas discrepancias que foram
dimente g0 atrito, no fundo dos mares.

Capitulo 1 — Introducao a Mecanica classica 3

causado pelas marés; tal atrito tem um efeito retardador sobre a rotacao
terrestre. Por esse motivo, a partir de 1967, foi decidido abandonar, no con-
texto das definicoes cientificas precisas, 0 movimento de rotacao da Terra
como relogio. A unidade de tempo passou a ser definida, a partir de 1967,
com base no periodo de radiacao do cesio 133, que é empregado no relogio

atOMICO.

E interessante notar que, mesmo desejando permanecer no campo da
Mecanica Cldssica, acabou-se adotando um padrao de tempo que exige a
consideracao de um fenomeno alheio a Mecanica tradicional; alias, também
para a unidade de comprimento foi adotado, universalmente, um padrao
alheio ao campo da Mecanica Classica, baseado no comprimento de onda

do criptonio 86.

Massa: |
Admite-se como um axioma que, a cada sistema material (corpo mate-

rial ou sistema de corpos materiais) € possivel fazer corresponder um numero
positivo chamado a sua massa € tal que a massa de um sistema material seja
a soma das massas de suas partes.

Forcas e vetores aplicados:

A observacao e a experiencia mostram que o ecpuilibrio (e 0 movimento)
de um corpo se modifica por efeito da interacao do corpo com outros cor-
pos. Chamamos for¢a a grandeza fisica que mede a acao mecanica, quer se
trate de acao de contato, ou de acao a distancia, devida a gravitacao univer-
sal.

Verifica-se que as forcas podem ser representadas de maneira con-
veniente, por meio de vetores aplicados. Chama-se vetor v aplicado em A, €
se indica por (v, A), o par constituido pelo vetor v e pelo ponto A. O ponto A
diz-se ponto de aplicacao do vetor aplicado (v, A). Admite-se assim que as
forcas sdao caracterizadas
por um nuamero real (inten-
sidade ou modulo da forcga),
uma direcao, um sentido e
um ponto de aplicacao. O
modulo da forca sera medi-
do em unidades de forca.

Este primeiro modelo,
que representa as acoes
mecanicas por meio vetores
aplicados, nao ¢ o unico
usado na Mecanica Classica
tradicional.

Figura 1.2 — Forca de contato




De fato, na praticg
ponto de apllcagao de uma
forca nao € conhecidg de
maneira totalmente precigy
No caso de corpos materiaje
em contato existe Sempre
uma certa area de contatg.
onde se desenvolvem jq
agoes mutuas entre os cor-
pos. Essas acoes ou forcas.
distribuidas sobre ums
superficie, poderao even-
_ tualmente ser substituidas
| ',_'.r;:‘{hu; n ponto conveniente da area de contato.

1

=8 "'.;‘:_.__,.-._ g
s na drea de contato

Hlo qyal se consideram forcas distribuidas ¢ o caso
0 "pe: “,awquaiﬁeré considerado em detalhe no Capitulo

onto Material”. Nesse caso admite-se que as forcas se
mﬁmt{nua, por toda a extensao do corpo material
'@MmOSs, essas fOI‘QHS para muitos efeitos, poderao ser
u a fnrca unica, aplicada no "baricentro” do corpo

v——_*

FORCAS
E VETORES
APLICADOS

2.1 — Sistemas de forcas

Um conjunto de forgas ¢ chamado um sistema de forgas. Considerando
um sistema de forcas (F;, P),1=1, ..., n, chama-se resultante do sistema ao

velor
il
Y-
1=1

Escolhido um sistema ortogonal de coordenadas (O, J k), sendo
(X, Y; Z) as componentes de ., obtém-se para componentes de P\U% escalares

X. Y, Z, tais que
X=Y¥ X, Y=Y, Z=)2,
Linha de acao da forca (FF, P) ¢ a reta
X = P+ AF, (A parametro real)

€ portanto a reta que contém o vetor aplicado (F, P).

2.2 — Momentos de um sistema de forcas

2.2.1 — Momento em relacao a um ponto
Mamento da forca (E, P) em relagao ao ponto O e o vetor definido por
Mo=(P-0)~F.

Conclui-se, usando as notace
sera

Ses da Fig. 2.1, que o modulo do vetor M,

]Mui - il’ - (')‘\ | IIHSUIW - M -

considerado o momento, ¢ chamado
anto a distancia do

O ponto O, em relacao ao qual € €
pélo. A distancia d é chama-se brago do momento; € port




fura 2.1 — Momento em relacdo a um ponto

|
polo & linha de éﬁ:ﬁe da forga. Evidentemente o valor do braco é dado por

d= Iﬁomﬁl

C? momento Kd@ nao se altera aplicando a forgca em qualgquer ponto da
sua linha de acao; de fato, sendo P e P* dois pontos da linha de acao,

(P'=O)AF =[(P'~P)+(P-O)lAF=(P-0) A F = M,,

Por defini¢do, momento do sistema de forcas (F » Py, em relacao ao ponto
O ¢ o vetor

s M, = 2 (P -0)aF

. _ Forgas concorrentes sao forgas que
W tem linhas de agdo concorrentes em um
5 MESMo ponto.

ﬁ

2.2 — Momentos de um sistema de forcas 7

Teorema de Varignon:

O momento de um sistema de forcas concorrentes, em relagao a um polo
O qualquer, € igual ao momento, em relacao a O, da resultante do sistema,
suposta aplicada no ponto de concurso das forcas.

De fato, sejam as forcas (F;, A):

M0=Z[A—O}ﬁﬁ =(,A—O]AZE - (A-0)AR

2.2.2 — Formula de mudanca de polo

O momento de um sistema (F;, P;) em geral varia com o pélo. Sendo O e
O’ dois polos, tem-se:

Mo =Y (P -O)AF Mgy = Y (P -0)AF
Subtraindo, membro a membro, as expressoes acima
Mg = Mg = Y [(F - O) A F-(P.-0)aE]=
S [P, -0~ (P, ~O)laF, = (0-0) AF, =(0-0 a3 F

Conclui-se a relacao:
My = Mg +(0~0") AR
chamada formula de mudancga de polo.
Dessa formula conclui-se:
1) Se R= 0. o momento do sistema independe do polo escolhido.
2) Sefor R=0, sera M, = M, se e somente se (O — Q) for paralelo a R

3) SeM,=M, qualquer que seja O, resulta (O — O’) » R= 0, para qualquer
O, o quc implica R = 0.

4) M,-R=M, R istoé, a projecao do momento do sistema sobre a dire¢ao
da lesultamt ¢ invariante para mudancas de polo. O escalar | = Mo. R é
chamado invariante escalar do sistema.

2.2.3 — Momento em relacdao a um eixo

Conmdera se um eixo passando por um ponto O e orientado por um
versor u. Define-se como momento do sistema de forgas (F,, P,), em relacdo ao
eixo Qu o escalar

\/1“ = PVI(} * U

O momento em relacdo a um eixo tambeém sera designado como torque
NO eixo.

Sendo O’ outro ponto do eixo, teremos, analogamente:




F

Y T'r:". .“T.f; pf][k"lﬂl #\
g g YeLul H:

0 h@ulu M- u+(0-0) AR
ras vetores paralelos (O - O0") ¢

IHIL L""
--.I I

. A
r|IL_.[L"”'||L [TI}F &dimﬁ

i

- MM
| T L
i 1 I |

i ﬂﬁ? eixo, justifica 0 nome de moment

: A YO n'u §
L HJ* ' ] ]

,lhe N € 4# XO.

1I'R3 b, i- = . ’
Cistema ,] i.”u, s, emtrelagao a um eixo, € a soma dos

l" odas as forgas do sistema:

lw ﬁ% ~0)aF;-i=)> M,

|

-. H 0 caso de ser o sistema constituido apenas
1 2

u momentc emrelac;ao a 0. Adotando o sistema

R L -q-_;,

iF ni'ﬂ?* “JIJ k), €com Ol‘lgem €Im O ‘Sejdm MT, M. 5 € \%8 .
. {EM | 4 Mg]'l' Mak).

Vi “" io My = My e, analogamente, M, = M, e

) B 3
VEITIC r!...,' Lr-jr'*-"[ih# I .1.'. . w
-,:_';"_-:- nlelu ) nﬁﬁ!tes de Mg na base [l T k) coincidem com 0s
sistema em relagéo aos eixos (01, Oj, e Ok).

F= ﬂ+Y-j?+ZE, P-0=xi+ yf + 7K
obtém-se, de ﬂ;.‘ﬁﬂ? ~0) A F,
Mg = (yZ=2Y)i + (X = X2)] + (XY - yX)k
Portanto
M, =yZ-zY, Mj =2X-xZ, M, =xY - yX

NoO ¢ T e A o T3y T e
0 caso de um Slﬁ’tma;fﬁ‘, Py )-'mn-sut_mdo por n forcas, tem-se

M, = izwizi - %Y}, My EZIZIXE - XiZ;), M, = Z(Kiyi - ¥iXi)

coes:
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kA (P—-0

Figura 2.3 — Momento de uma for¢a ortogonal a um eixo

Seja O’ a interse¢ao de Oz com 0 plano n, ortogonal a Oz, passando pela
linha de acao de (f, P).

M, =(P-0)af-k=ka(P-09-Ff
(pela propriedade da permutacao circular, no produto misto)

M, | = ‘l{ A (P -0 I"| |cos6)| = r‘t"| cosH| = !f'ld

(pois |(k A (P - O")| =[P~ O'sen90° = [P - 0’| =

Portanto o valor absoluto do momento de uma forc¢a ortogonal a um eixo
¢ 0 produto do maodulo da forga, pela distancia, ao eixo, da linha de acao da
forca.

3) Sea linha de acao de qualquer forga encontrar um erxo (ortogonal a ela ou
nao) o momento em relacao a ele sera nulo.

Portanto. s6 fornecem momentos diferentes de zero, em relagao a um
eixo, forcas componentes ortogonais ao eIxo € reversas com ele.

Para saber o sinal do momento M,, da forc¢a (f, P) observemos que M,

(P’-O) AT -k sendo (P’ - O’) normal a f, pois P” pertence a linha de acao Cit
(f, P).

Por outro lado (P’— O') A f (que e paralelo a k), terd o sentido de k se o ter-
no ortogonal de vetores [(P" - O), f k] tiver orientagao positiva e nesse caso
M, sera positivo. Se [(P"-0O’), f K] tiver orientagao negativa, M, sera negativo.

Conclul se que

4) O sinal do momento, em relagao a um eixo, de uma for¢a ortogonal a ele
é dado pela regra seguinte (do saca-rolha):




Figura 2.4 — Sinal do momento em relacao a eixo

O momento da forca serd positivo se a forga tender a produzir uma rotacao
no sentido aqti-hmfério,. para um observador situado acima do plano n. O
momento sera negativo se a tendéncia a rotagao for no sentido horario, para
um observador situado acima do plano,

5 _4:" obs.ewagﬁo permite interpretar, com facilidade, as expressocs
cartesianas, ja obtidas, do momento em relagio aos eixos coordenados; por
exemplo: M, = Yx - Xy:

2.2,4 — Binario

F Ol .CES Opost 5 . S
F). Forgas dl‘:vtai'is;g g;;;tzm?s C”JQS Velores sao vetores opostos: (F e -
agao. 45 540/ 10r¢as opostas que tém mesma linha dc

Bindrio é um sist it
n sisten Istitui
forgas fF P) ¢ I*-#. Qjm%l:;f:}i]nfamf U por duag, fﬂr‘;ﬂs Opostas, por exemplo as
nesse caso R = F-F = 0, Tem.co e de um bindrio independe do polo, pois
- WCM-S€, para o vetop momento

M=[P~0)ali+[Q -

: . | . 0} A “'—F ={F=0) I

r Sgnr.:ln Oresultado de um pProduto ri il
efinido pelas linhas de 4¢ao das fnr;:-;{:jn i “
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Figura 2.5 — Momento em relagao ao eixo Oz

¥ - [P~ Q-[Flseng, o, [V =[F|-a

onde d é a distancia das linhas de agao g a
das forcas do bhinario, chamada Dragl  ———emnecescemzzoze e
do binario.
d
=
.............. Ompisissnanipal i <Y st == s
P

Figura 2.6 — Binario

B EXEMPLO 2.1 8B

Um bindrio tem um vetor v = 2i + j + k aplicado no ponto A (1,0,1); achar
o ponto de aplicacao B do outro vetor, sabendo_que ess€ ponto deve
estar no plano Oxy e que o momento do binario é M =-2i + 3j +k; calcular

0 braco do binario.

Resposta:
B=(21,0); d=(+21)/3.

———

2.3 — Sistemas equivalentes e reducao de um sistema de forgas

Dois sistemas, S e S’, de forcas, dizem-se equivalentes se LvVeretn mesma

resultante e mesmo momento em rela¢ao a um ponto. Da form ula dL‘.I'NLI(]‘Hﬂ ga
de pélo conclui-se que dois sistemas equivalentes terao momentos iguais e
relacao a qualquer ponto.
. s = . .2 cord totalmente avaliada
A importancia da nocao de sistemas equivalentes sera totalmente n.i.‘f_ o
= = - s . > . - 05 1C Tt
na Dindmica. Verifica-se, por exemplo, que, nas mesmas ¢ ondigoes nick




_ Vet 5 A -ﬂ if“'"" -
e Vetores AplIcass:
= BE =i .la-'..'-':'-

R ik

Mm g sm!,ﬁ @ mesmo desde que, a ele, sejam
UIve I'm’““ =

meiel i

mﬁs

___:.i.,;_ﬂﬁrhm.;.' ﬁmﬁﬁﬁ' outro sistema, equwalente as.
. F“\urrlﬁu naxime M@é obter o sistema que, sendo

Eremtesa Suciid

:1;.5-1..[ '5; E Irrnh[ﬂ IIMJ i\ ﬂEfm‘Qﬂs-

' o acrescimo de um bindrio conveniente
orce f@gum*panm de aphcaf;do aoutro. O momento
momer 1o de n'ansmrte De fato, seja transportar
yonto ap]fﬁag:ﬁaB Para isto aplicam-se em B as

BQ‘ rfﬁ-vF B). Qbtém-se o sistema, equudlemc a
}fﬁ@(ﬂ B) e pelo bindrio (F, A), (-F, B).

amﬂmlentes pesulta que qualquer sistema S de
_ _-_-.;-.-ua.'n resultante, aplicada num ponto O, arbitrério, ¢
) C e.-'_-- momento é o momento de S em relacio a O. O polo O
reducao do sistema de forcas.

Casos possiveis de reducdo de sistemas de forcas:

1) R= E,M;. = (.
O sistema ¢ equivalente a zero, isto 6, equivalente ao sistema cujas forcas
540 todas nulas,

2) R=0: M, = 0.
O sistema € equivalente a um bindrio de momento M.

3) ReO:1=0

Vi 1€ ‘
Eﬁﬁt'{lfen'lﬂs que estesistema, S, é equivalente a uma tinica for ca, desde
que aplicada em ponto conveniente.

Observemos que se tem, neste caso, | =

aualquer (conseqiéncia da férmula de mug 00 unpone

anca de polo).

£ma constituido pela forca (R O)e
_ S esmlher convenientemente, as
fora (R 0), sendo normal g v

5S¢ Considerarmos,
outra forga do binario, (P.,

A dlslamm ddh wma
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Figura 2.7 — Caso de reducao R = 5; | =0

(0, R) e (E, R) serd d = IMol/IRl. O sentido de M, determina, de maneira univo-

ca, a reta (E, R).

Portanto o sistema S é equivalente a unica forga (R, E). Note-se que o
ponto E, no qual deve ser aplicada esta forga inica, pode ser qualquer da
reta (E, R).

Observacoes:

() © momente do sistema em relacao a qualquer ponto fora da reta (E, R
nao € nulo (por causa do momento de transporte). Dal se conclul que a
reta encontrada € Unica (isto é, nao depende de Q).

) Sdo exemplos deste 37 caso (R« 0, [ = 0):
a) Forcas concorrentes num ponto O, com R = 0, (a reta passa por O).
b) For ¢as coplanares (isto ¢, com linhas de acao num mesmo plano),

com R = 0; basta tomar O no plano das for¢as para verificar a condi¢ao
L= NI(J H —3 X

¢) Forcas paralelas, com R = 0. De fato, suponhamos mdm as forcas
paralelas a um vetor u, podendo-se escrever: F; = h; u. Obtém-se:

= 2”}’ - O) A h;u
i

2 g \“ resulta M, - R = 0. (Veremos que este caso ¢

. Z h,(P,-0O)|AU
I

M, = 2(1{ _O)AF

e, sendo R

- DE , 1stema
realizado, por uwmplu pelo sistema das forgas-peso. de ums
material.)

AR —



lI
.r,'L

.
II
I IJ

__:.l'.:':'*f-i;'l '.1_. 1 H A\i [1. 0 1)

;
| e
- - P 1.4

T ;I'.I-"‘\' L;-:f ]II-_ {4 -
={-2+ck 9@@{ 1,02
I . L ."l: iy ¢ 1 ' !
S 2 :.u ), € para que o sistema seja equivalente g ym

|t.L__ ac _||:1Lﬁ“ @?

+a

um bindrio de momento M = 6i — j — 4k com vetores
A J' fl»-‘-ﬂﬂB (1, =1, 1). Achar os vetores v, e Vi sabendo
mmpmmte de vy 6 1; caleular o braco do bindrio.

A =142+ K d = (V3186

W EXEMPLO 2.4m
O momento de um binario ¢ M e

nos pontos A (0,1, -1) e B (
modulo de um deles ¢ (V6), ;

Resposta: .
Va=2i+]-Kouv, = (71 +] - 2K)/3.

31 -5k € Seus vetores estao aplicados
=1, 0). Achar esses vetores sabendo que o

al. O gisteme éiﬁguivﬂlem@ a (R, O) e mais um
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# EXEMPLO 2.6 B

No tetraedro OABC, indicado, age o sistema das 4 for¢as:
(P, A), P=MA-0); (Q B), Q= u(B - A); (R C), R=v(C - B); (5, 0), S = p(O - C)
Determinar: |
1) A resultante F e 0 momento M, do sistema.
2) A relacao entre A, u, v e p para que o sistema seja equivalente a
a) Um binario;
b) Uma unica forca.

| Resposta: : :
1) A-0O= ﬂl B-O=aj; C-0=ak
B - A—aj—al (—B--dl\—dj
F P+Q+R+S—d|(h—vu}l+{p- ]_]+{v——p]k]
M, = (B = O)a Q+ (C-0)a R=a?% (vi + uk)

2) a) ﬁ:ﬁum,x(i
}_:l,lz'v:i]:{}
b) F=x0el=F -M,=0

A=, oupn=v,ouv=p,el=r-pu=0.

Exemplo 2.6




Sl I;j}ﬂ' ‘cent]‘a,’, Vamos resolver Uma

N . | 1: l,-_'..l r'.;t‘..-. i
| " cwalslhFm [ B L =
; 0 == = ':"J: ! |__|:1-_._ o B ! Vo

e A

4 = . L
i gy g L-‘ I'._‘.J-'r"l ,{.I | ]
1l | 'iil"..-":ll_i1 r: rjh'.l__:.!':i,;l_:‘fi:?_l'f_*]' EI'l ¥

i W -q'rl_ - I'__:I--I . h
wotnrial {"a' retra.
YeLor F._':_‘S_'{ i__‘;'____l'lh | S & f’

= [ | |

E_‘?j':"#miﬂﬁﬂﬁ% 0! T&éﬁﬁjﬁ ~0). Como a e b devem Ser ortogonais, a existéncia
emlugﬁﬁ exige ‘h =53 §_um11haq_ms, sempre, a = 0. Procuremos uma
mmmﬂhﬁmx=pan b, sendo P um escalar nao negativo a

ser determinado. Substituindo na equacio obtém-se
s  (pEab)ad-b
Sendo &b ortogonais a igualdade dos modulos dos dois membros exiac

S - &
o e ERTIRNC0 P=1/(a%). Acrescenta retor arbitrdrio,
paralelo a a, obtém-se a solugdo geral pro mr;adrgdo i, Votor arpitrar

b -

(AHACA0 (Sempre para a = 0), representd

ﬂﬂ.da;-;pnnms-ﬁpjﬁ;; ﬂﬁm fesultante diferente de zero; o lugar
w ' *parﬁl&l&aﬁlﬁ]' ﬂ,s?mﬂ_‘lﬂnto do sistema é paralelo a i
talreta e ¢hamada eixo central do sistem@
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De fato, na férmula de mudancga de polo
DME =M[}+(D-—E]hﬁ
impondo M = hR, obtém-se
(E-0)a R =M, -hR (2.1)
Entretanto, da condigao de existéncia de solucédo para a equacao obtida
acima, decorre R - (Mp — hR) = 0, resultando
h=(R-Mgy)/R*=1/R°

onde 1 é o invariante escalar do sistema, definido em 2.2.2, apos a dedugao
da formula de mudanca de polo.

Substituindo este valor de h, em (2.1), obtem-se
(E-O)AR =M, - (I/R)R
Esta equacao, que representa uma reta paralela a R, admite a solucao,
escrita na forma parametrica
E=0+(RAMgy/R)+AR
Por outro lado, pela formula de mudanga de polo, verifica-se que 0
momento do sistema em pontos P, situados fora da reta (E, R) encontrada, e
M, = hR + (E - P) A R (2.2)

A expressao (2.2) mostra que Mp nao é paralelo a R porque ¢ a soma f:ie
um vetor paralelo com outro ortogonal a R; portanto a reta encontrada e a
linica a possuir a propriedade considerada. Esta reta € chamada eixo central
dosistema de forcas.

(2.1) também mostra que o momento do sistema € minimo, em modulo,
nos pontos da reta (L, R). De fato, fora desta reta, o momento tem uma
componente, normal a componente (sempre presente), hR. A componente
normal s6 pode aumentar, em modulo, 0 momento Mp.

~ Areta (E, R), considerada no caso 3, da redugao de sistemas de forc¢as (R
=0; I = 0) era, naquele caso, o eixo central do sistema, pois Mg =0e R= 0.

W EXEMPLO 2.7 -

O momento de um sistema em relacao ao polo A = (<2, 1,-1)eMy=1+ ’_—’.l
=2k. Sabendo que sua resultante ¢ R=1i - j + k, determine 0 poloB=(xy. 1
Para que o momento seja Mg=-2i + 3] + 2k.

~ Resposta:
X=1,y=2e, portanto B =(1, 2, 1).




"h

= 7 ok aplica doem A = (1,0, 2), em qual
__ J oBosi o de modo a formar um

;utm JUIIJE'r
1

DWNUBm
bindrig de

- B —~ -
~J = = B
1

' T .
| SISte ma

1
-u._|
&

r-jﬂ res _aplicados e R =2 +J+ 2K ¢ 0

ﬁ
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Capitulo

CENTRO

s DE FORCAS PARALELAS

—BARICENTROS

i _;[ \h1+2‘] k; calcularomummn do

= (0,2 1)

3.1 — Introducao
. P .
Consideremos o sistema S de forgas paralelas (F;, Py, tal que F: = hu

- Lti_#"' ! A'I:(O 1 1]
Vo _, K ;] | Az - (—1 1 0)
- :-‘21'- +K, Ay=(1,0,2),

Dﬂewm
M, =+ (8 V3)/3.

(ﬁ vetor cte.) e suponhamos a resultante R = 2 F. # 0.

o /..r"“_""x—-‘\-..\_ // F1 I_—_:
dete :r 1ar seu mMMme'ﬁgaﬂ a0 eixo 2x + V=7 = 2, X+ 2}r +7=4 : \(\/ 2
Py
o

“"‘x ° F .

W EXEMPLO 2.11 m
Dado o sistema: v, = {4 2j + &, Ay=(1,0,1):
Va= 2i42j, Ay = (0, 1, 1);
Va= j+K, Ag=(-1,1,0),

determinar seu momento ) em relagio ao e

- Resposta:
M=-5

e ¢ orientado por 4= - 2§ ++2k. IX0 que passa pelo ponto P (1,1, 0) )

_*f
r.--'r j .
< \ \
- s
;..-""H 5 “'\ -

R\:‘f‘}%—-'-:"'/ P O
NG TS

-\—

-

Figura 3.1 — Forcas paralelas

Subentendendo sempre o indice i debaixo do sinal de somatoria, pode-
S€ escrever

YFE=Xhi=EZh)iz0=Zh #0

: S
Verifiquemos que existe um ponto C, em relagao ao qual 0 momento de
€ nulo, qualquer que seja u:

M. = 5(P. - C)aE, =Z(P, -C)ah;i=0

lqualquer que seja ).




PE— —".T'_'I.J'

i
I 1

L

aralelas — Baricentros

o g
il i | 1
f &1 Nl Fes el R R R T
| K . 1 LB . A - i L]
o By e i o o

uer que seja u, o que exige.

'h ,@E)‘f |
| 3.1)
uht Ehi(P -0) =2 h;(C - 0)
(3.2)

upont [nln 5ﬁ{ue (3.1) também fosse ve

rificady

) 3_“1-,-_ =(Zh)C-C)=0=C"=(

 . _f._.i’:"... S ﬁeﬁmdas por (h;, P;). Se os escalares
rﬂlufﬂiﬂﬂ e de centro de massa ou baricentro
4% ufiﬂ 4 Dada a Importancia desse caso
0 uhjj'; ferir sempre ao centro C como sendo o

imente equivalente a sua resultante (R G
entretanto este dltimo é nulo, pela definicao

eéta,lntwducao
M p ﬁﬂ&l‘ﬂ& de forgas paralelas é equivalente a sua

-@ga0 conveniente: agora verificamos @
do da direcio de u

1
i1 i |
=

[ 3
H
i -
1 L
[
i
' ]
1
B
.
|
||l L
o = W =5 -
& . i e
- & e -- R 1
., " . - -
N . ] o
i »
] h i 1Nl
-
i . . |
I-r-

[ o _ { - ¥ -
A "‘!-I-L-* _'
= 3 _._ oy [
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32— Expressoes cartesianas

Sendo Pi - O =X, 1 +yi) +7K, G-0=Xgl +ya + 2K, substituindo em
(3.2), tem-s€ pard as coordenada'«; de G

¥ m;X; 2 m;y, 2 Mz,

XG = VG S LG =
H X m; 2 m; X m,;

3.3 — Propriedades do baricentro P2 §

1) O baricentro G de (m,, P;) ¢ (m», P,) é
0 ponto que divide o segmento PP,
em partes inversamente proporcionais

el my e mo.
De fato,
G-0O- m(P; — O) + m,(P, — O)
m, + ms,

Fazendo O coincidir. sucessivamente,
COm P1 e P, obtém-se:

Figura 3.4 — Baricentro de
dois pontos




_—ﬁ

alelas — B ri;:entros
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no L ouaumareta r, ¢ Dep Mep, @bs&ﬂﬂgéo:
Usando, daqui por diante, a notacao 2 m; = M, pode-se escrever:
1=1
2 m;(P. - O)
m

3)

J’ L-{-? icentes ao plano n
0 plan,o OXy coincidente com r ¢

|

oy | r' - '-._1:..'.:‘ 'L:

; 1031 ‘”-;:.':'_.- i il 8 B
(L " § Fir 1.4 -.. i
[

P o s I
L | .I‘I 1. I-: ‘:.'. y Ial r
LR |

T 'r_; - . ‘I'T m - K H
0=xgi+yq, '-;:":r-w B=0=x,i+y,j+zKk
(U ':1-‘,-,::_':_-""“ r'a Z¢ - | rnhl Q}KHL
| 1% _..> zifz m; =
l'lﬁ'f” ﬁrtant@ G € T.

Figura 3.7 — Baricentros dos conjuntos parciais

Se subdividirmos os pontos P;em drm conjuntos, de maneira que as massas

rr

totais de cada conjunto w;am m’ e m”, e os baricentros G" e G”,
réspectivamente, o baricentro G do sistema todo (m, Py, coincide com 0O

baricentro das duas massas (m’, G’) e (m”, G”).

De fato, esc revamm

m = zm m’ Eml, m"

N
E

1=1 =1 =+ ]
P
Zm(P 0) Xm@(l’l 0)+ Y, mi(F ~O)
G=-0 = _ P -
- m' + m
p
SWQA'SE — Driva El‘l‘l (P - O] E m lP O]
' "'f{-’* -fm-Pﬂ'thﬂcentesaretar m X +m" p+1 = —— - m (G -0)+m"(G” -0)
- 4 ml‘
cﬂnsmﬂl’ar dois planos pertenc entes = <epen m'+m"

rlor concluj-se que G € T-
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3.4 — Massas distribuidas 25

Se os pontos P; pertencerem a uma reta r de simetria material, por
uma razao analoga conclui-se que G pertence ar.

” c) Se 0s pontos P, tiverem um centro £ de simetria material, entao G
coincide com Q, ainda por uma razao semelhante.

b)

3.4 — Massas distribuidas

Outro modelo usado pela Mecanica Classica e supor a massa de um corpo
material distribuida de maneira continua sobre uma linha, superficie ou entao
uma regiao ocupando um cerﬂto‘ volume. Nesse caso nao se admitira,
gnicamente, que as acoes mecanicas se exercam em pontos isolados (0s
pontos materiais), mas que elas possam também se distribuir sobre todo o

corpo material.

Estendem-se a no¢ao e as propriedades de baricentros, substituindo-se

as somatorias por integrais convenientes.

Vamos detalhar, apenas, 0 caso de corpos homogéneos, isto e, tais que,
chamando m a massa de uma parte do corpo e V seu volume, a relacao
m/V = p seja cle., para todas as partes do corpo (1SS0 no caso de as massas
estarem distribuidas sobre uma regiao tridimensional). No caso de uma placa
(figura plana) homogénea, consideraremos como constante a densidade su-
perficial m/S, onde S ¢ a area da parte considerada. No caso de uma barra
(corpo unidimensional) homogénea, consideraremos constante a densidade
linear m/s, onde s € o comprimento da parte considerada.

Nos casos mais simples o cilculo da posi¢ao do baricentro pode ser feito
apenas usando as propriedades de concentracao de massas e de simetria.

Em geral, no caso de massas distribuidas, a posicao do baricentro e obtida

por meio de integrais de linha, superficie ou volume.

by

B EXEMPLO 3.1

Achar o baricentro de uma bar-
ra homogénea com a forma de um
arco de circunferéncia de raio R e

angulo central 20. o \
H /
/
-/

Exemplo 3.1 - Baricentro de arco de circunferéncia
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Lh,m.;,m , medido a partir do
u L LU Y -‘R(P.I' ds == Rd(p’

wﬂ forma de quadrante de circunferéncia e de
stancia dos réspectivos baricentros ao centro
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o da semicircunferencia poderiamos proceder de maneira andloga.
g alterna tiva seria considerar a semicircunferéncia como a uniao de dois
Qutr tes de circunferéncia com um ponto comum como indicado na figura;

q‘ztma da composicao de figuras mostra, imediatamente que, também
a

neste caso

No €as

Teoremas de Pappus-Guldin

& e

e — ——

e ——— T —

Figura 3.9 — 1.° Teorema de Pappus-Guldin

rivada continua em [a, b]. A drea lateral, S,

d )
Seja g(x) 20 uma fungao com de o Ox. do gréfico de g, 6

da superficie obtida pela rotagdo, em torno do e

dada por
5 H 5 yi" ’
* - tancia a4 OX aricentro do
Onde s é o comprimento do grafico, € Y € 4 distancia, a Ox, do barice
grafico,
2" Teorema;

inua em [a, bl €
Seja A a area limitada: 1) Pelo grafico da funcao | c](%.ilJ continua em [

tal que g(x) > 0: 2) Pelo eixo Ox e pelas retas X =d € X = E o

Porﬂ este teorema e o sequinte, ver [11], capitulo 13
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Belarotagao, em torno do eixo Oy g,

i

-‘I"_-

|
e —
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13.10 - 2. Teorema de Pappus-Guldin

'.m;:em. forma de triangulo, com altura

SRS AR RATICEntro G, da placa, a base do triangulo.

11Ny il ny WY o
Ad PldCd NOIT

-

T - B}
Ly -...r |

= = Baricentro do trigngulo
0. abase o) pua. 2908 pela altura, sobre a ba>
BSBD) trisr e f o e .
IMUM de pain 1. 2 dirando em torno da base Joé
e dealtura Speq. O volume gerd

: |
Y | |._1 i‘ E‘r,ﬂ "..i-"r-;*-?J-* F
- Rmin
e e

e d0

gers

centro de um quadrante de circulo homogéneo.

- QUalird gerar, por rotagao, o solido
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. V = (1/3)xh°p + (1/3)xh?q = (1/3)xh?b.
| II I

A pﬁﬂﬁnﬂ@ o 2° teorema de Pappus-Guldin:

(1/3)xh*b = 2n(1/2)bhye.,

déﬁéﬂmdﬂ yg = h/3.

Como @ base do triangulo foi escolhida arbitrariamente, o baricentro de
) ﬂ"'.'.'."u";’ or triangulo estd a um terco da altura relativa a base correspondente.

g‘;ﬁ fica-se entao que 0 baricentro, como se sabe da Geometria elementar,

pincide com O ponto de encontro das trés medianas do triangulo.

§EXEMPLO 3.4 B

Determinar a distancia, a um lado, do bari- by

Exemplo 3.4 — Baricentro de
um quadrante de circulo

! Solucao:

Considerando o hemisfério de raio R, gerado
pela rbtatgéo de um quadrante de circulo em torno do seu diametro, seu vol-
ume V sera:

V = (2/3)nR? = 2n(nR?/4) y = Y = (4R/37n) = X¢. =
Observacao: O mesmo processo pode ser empregado para obter a Posu;ao
do baricentro de um semicirculo homogéneo, o qual gera, por rotacao, uma
esfera. Obtém-se, de maneira andloga, yg = (4R/3m).

0s dois teoremas de Pappus-Guldin valem tambem numa hipotese mais
geral, na qual se considera uma
ségunda funcao f (x), tal que 0 < f
=g (x), f com derivada continua,
10 caso do 1° teorema e f apenas
fontinua, no caso do 2°. No primei-
fOleorema considera-se a area la-
tera]s da superficie gerada pelos
Q‘faflﬁaa de f e de g; no segundo
tmmma considera-se a area A li-
ﬂﬂtada pelos graficosde fedeg, a

Baricentro do semicirculo

Ge volume v. Figqura 3.11 -
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il I 1l e
 naralelas — Baricentros
S 1 B =1 8 L .

' 2w Ao TOT LU (PR AN
] ‘0 0% ..I.'.;'Jll._' ] oty
A

o do toro 0 tido pela rotacao, em torp,, . _Respgsta:

5 ) 'f-."-'.‘-.':.'f !h“' : o SN D e E] 0 @)y
e eme indicado na figura. o h b+2B pasultado obtid d
conforme HEEREEE T e esultado obtido usando a propriedade de ¢ ach
L X6 =3 p+B P concentracao

g EXEMPLO 3.7 B

Determinar a coordenada xp do baricentro da placa homogenea indicada.
DEdOS R, I,€a= OF.

by

Exemplo 3.7
Solucao:

A placa pode ser considerada como a diferenca de d
delraitj R, do qual se subtrai um "furo”, constituido por um
raio r. O circulo maior (designado por C) sera a uniao da placa (de
por P e do "furo” (designado por F), constituido por um circulo meno
Mesmo material (para que a uniao de P e I forme umd figura homoge_nea).
Teremos assim C = P U F e P = C - F. Sejam Xp, Xc, X§ @S abscissas dos baricen-
ros de P, C e F respectivamente; Sp, Sc¢ € Sy as SUas areas; tem-se:

ScX¢ * ["Si? IXp

uas figuras: um circulo
circulo menor, de
signada
r do

ntracao de massas; apends
diferenca de higuras, devem
ymos aplicar este resultado,
monstracao formal do

A férmula obtida é semelhante aquela da conce

Ndica que as massas subtraidas, por efeito da
ivas. Ve

uma de

Eomparecw sob a forma de massas negat
f e Dos preocuparmos eni apresentar
Procedimento.

Emmpfﬂ 3.6 — Baricentro do trapéz 10
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. DOS 'a figura que representa a placa é
‘ dl B adx b?{ 3 d 'I' (b}( /a ]dx (b/ 2
"l Avdyv = s
" M dxdy = [ dx ], y a%)[x* /33 =ab/ 3.

N e ey 2 a -
Fﬁdxrx i dy =L (xbx® /a%)dx = (b /a®)[x* /4] = (a’b / 4)
Jo 0
' X =(a/ A)|| xdxdy

bx?/a®
By = jdxj ydy =(1/2)| (bx* / *)Pdx = (1/10)(b* / a*)Ix°R

ye =(1/A)|| ydxdy

ortanto yc= 3b/10.

1==1'-*- L0311. » :
ffn?{: seminar a coordenada vy do baricentro do solido gerado pela rotacao

da figura ‘hachurada em torno do eixo Oy.

I i'u ga¥e39 1 -

{1 T3 7
1 RY Wl
T I\ - 1. .
- et =
N _n B o5 'xj
" Y o G _

.'r.'!-r. '__-_ I -14

- .El. -
N
I|

- -' ———p ———

H".

-"'l'._
-ty

: Exemplo 3.11
o ﬁ I.IF"rp ‘Illﬁ B _ - | - :
. ._I-J| Ll = . Jkmy

e ye =(1/V)[[] ydxdydz
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4Gao 4.1 — Introducao
A Estatica € a parte da Mecanica que estuda o equilibrio dos corpos
materiais. Diz-se que um corpo estd em equilibrio (em relagao a determinado
seferencial) se as coordenadas de todos os seus pontos, em relacao ao
referencial, nao variarem com o tempo.

Consideraremos, inicialmente, condicoes de equilibrio somente em
relacao a certos referenciais, chamados absolutos ou Inerclais. L(Jg‘o no ini_ci_u
do estudo da Dinamica veremos detalhes a respeito de referenciais inerciais
(Capitulo 9 — "Dinamica do Ponto Material™), e também condigoes de
equilibrio em relacao a referenciais nao inerciais.

Tendo em vista o encadeamento l6gico, seria entao mais adquqdo
comecar um curso de Mecanica pela Dinamica (ou seja, pela Cinqmz’nt%cu,
que sempre deve precedeé-la). A decisao de iniciar a exposicao pela ﬁl:s‘tatica,
$€ prende unicamente a motivos didaticos. O aprendizado da Mecamt"a,_ a0
longo do tempo, sequiu, alids, exatamente esta sequencia: primeiro a Estatlt'a,
— Com muitas leis ja conhecidas dos antigos gregos, Cfip{i'{.‘ialmt‘ﬂli:: Arqmme_des:
Exemplo 3.12 séculos depois a Dinamica, cujos primeiros resultados corretos foram devidos
a Galileu e Newton.

. Consideraremos inicialmente o equilibrio de cnrpns'rigi'_tif)& ou de

Conjuntos de corpos rigidos. Diz-se que um corpo material € rigido qual*tcl:_j

e = 4§ distancias entre seus diferentes pontos nao x-'arizml com 0 lL*n}Pf’- f"“i

. h realidade nao existem corpos perfeitamente rigidos, pois todos Se def_urglldi

30D @ acdo de forcas, quando estas sio aplicadas. Por outro ldduqua o Jux

fﬁ_l_rg_as Nao ultrapassam certos limites, admite-se que a5 dcmr,nmg ULr? :‘::izcl:;:x

540 Proporcionais as forcas. Compreende-se que 05 COrpos, R d;‘ : ;ﬂm; Ao
sl‘.lﬁﬁemememe pequenas, possam Set tratados como rigidos do |

¥ISta da Estatica.

¢ necessarias de equilibrio,
sdrias ao equilibrio de

! For outro lado verificar-se-a que, condigoes e
E.dumdas para corpos rigidos, sa0 tambem nece:
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. Estatica dos solidos

- L gy S
- o . i L | .
e (1085 SIS0 ‘.{'F *_:..L e

n] ;:”'J‘TE"‘ iS Dal o Interesse do ﬁ‘"’;[uu
SRR LRARERIE | () d“

i e 1R 1 i
- g~ Fa 1=
o 10 '5_1.:'_.!,'.'_."-.-:'1 r

wamos, desse ponto em diante, designgy

St ¢ ue nao havera perigo de confys 30 o m[:ms
. L : : b ["]S

sse livro introdutorio a Mecanijc,

T O .Y
iy NIy [
0 €5COPL U

s material LHI.L if;i&’-"}' @ material cujas dimensr_‘)eg 3
{as ( ':_:'-: )SET a_*r;f1 ;,l' i’ll;as sobre ele (e cu J 0 In()t-’int-i:cm

leracoes — Pérés [24]). E portanto um cor
ontos geometricos.

0
SPelt 4

PO (Jue POSssy;

N W 5.4 N u; o = _ .
ldtiCd - f"ll_aﬂr Cd s externas e internas
v = 14|
™Mal ectivor om aminh 1 " :
'* .H-“_“ @berlﬂ, d I‘GSLllldntG daS r[:J'lI‘L“UH (ue
e S€ equinbrio em relacao a um sistema ine
drlo Seja expressamente dito).

rcial

S PRt Tvrara

1) (1 Onr ST ol B .I ol 1 CEy "y : . - .
”I'Afii jﬂ-ﬂl .Eunda-memal da Dinamica, mas no
. cfaadmitido como um primeiro postulado (¢
HLE ol t;:';?.’-’ € nao vale a reciproca do postulado).
11, Ll
|1 ,

08 um sistema de corpos mararioie s - i
R me&ﬁ ﬂg m,mﬁ?%“ﬂ?ﬂﬁmatenms, sao ditas externas aquelas
& &Zfﬂﬂ“ ¢ mﬁ? Eﬁ‘ﬁp r fb#naﬂ PEFEncentes ao sistema considerado ¢

2 &ﬂ_ﬂ sistema, ou entre partes de um mesnv

» tal que todos os seus PO

' e Ve 4 ante das r @ - ) 30 l()d“h
W:&Jumj Iie Or¢as que atuam €

» lem Fesultante e momento nulos
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pelo Principio de Ac¢ao e Reacao conclui-se que o sistema de todas as

forcas internas a M e equivalente a zero, resultando entao o

Teorema. . , | - :
"Ge um sistema material M esta em equilibrio, o sistema das forcas

externas a M € equivalente a zero, isto ¢, tem resultante e momento nulos".
As equacoes
R=0, My=0

escritas para as forcas externas, sao chamadas "Equacoes universais da
Estatica”. Neste livro elas serao geralmente aplicadas a corpos rigidos,
embora sejam condicoes necessarias ao equilibrio de qualquer sistema ma-

terial.

4.4 — Vinculos

Dois ou mais corpos rigidos em contato limitam-se em seus deslo-
camentos. Diz-se que eles constituem vinculos, uns para com os outros.

Do ponto de vista matematico os vinculos se traduzem em equagoes de
condicao, impostas as coordenadas que definem a posigao do sistema mate-
rial.

Admite-se que os vinculos exercem forgas, ao limitar os deslocamentos
dos corpos. Essas forcas de contato sao chamadas reagoes vinculares, forcas
reativas, ou simplesmente reacoes.

As forcas nao vinculares sao chamadas for¢as ativas. Os Corpos nao
Sujeitos a vinculos sao chamados livres.

De acordo com as forcas de contato que eles produzem, os vinculos podem
Ser classificados em externos ou internos, em relacdo a um dado sistema
material.

44.1 — Vinculos sem e com atrito

O vineulo descrito a seqguir € um tipo importante chamado vinculo isento
de atrito:

Suponhamos que dois corpos rigidos, Cq € Co, eﬁttjjam em c‘tml.;_nn'dg-
Maneira que as superficies que os limitam possuam um unico IJ{”““_ df}' L‘lj’!nl‘dl{f]
P, €que nesse ponto, admitam plano tangente Comur. Sendo n f'} V L“[H;I‘(..L:
AOormal comum as superficies, a resultante R das 1or¢as de contato pode se€

ESC-I‘EVE[-

l:} — NI:I +T{[
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,"'-":"*'_L'.?.':‘.I'""TI,-'—;:' ".';I'" . - |
AR '_._-?;}iﬁ;.ﬂmﬁ;m ¢ paralelo ao plano tangep,, - arn e escolhido de maneira que seja sempre 0 <N (considerando
ormal adl (= = + weiilCay | Lo normal que for exercida sobre aquele sélido cujo equilibrio ou
- : | forcd | . -
AT TN ‘ | - @l o estiver sendo equacionado.
” r"rffu contato. . sultante R twerr.em A L CFA0 e NOTICORMIREE e
e ., o im B berietracs . equeo vinculo € sem atrito
Iff* (isto e 'ﬂ]ﬁlﬂ, impeca racao, mas nao 0 s€ Yu*=~— | Covs M o v aviati
e 4 . e faz "com atrito”, pode existir, em cada ponto, a
v i.' normal tem sentido bem dEIGPminud- | I;@_ﬂandﬂ 04C0ntalo ’ af : ;
g el \S‘:{l}ﬂe sficies) 0 | ﬂjpﬁnﬁme T, da forca de contato.
3sa0” entre as supciiitits). | compoit y , : . »
. - | A descricao dos vinculos a seguir, classifica-os pelo tipo de forca de

2 a1
mﬂiﬁfﬂ que eles sao capazes de produzir.

4.4.2 __ Principais tipos de vinculos, sem atrito, de um sélido

~ Articulagao:

. Articulagao ou rotula é o vinculo capaz de fornecer uma forga de qualquer
mﬁﬂﬂb direcao e sentido, aplicada num ponto determinado.

A articulacdo mantém unidos e coincidentes dois pontos pertencentes a
dois sélidos diferentes.

Rz g™

',‘

Y -

- - l—‘ -

Ll

E:. L L & A —

\‘i ;:.

,_
i

Figura 4.2 — Articulacao
Uma articulacao pode ser realizada fisicamente |
PErtencente a um solido, podendo girar, Sem alrimﬁ'l‘ |
SUperficie esférica, concéntrica, pertencente a outro so 1510*

R introduzida pela
ntes, Ry Ry, € Ry da

yor meio de uma esfera,
no interior de uma

‘Num sistema cartesiano, a determinagao da forca,
?mmla‘;ﬁﬁ, corresponde a determinacao das compone
_ﬁrga? Segundo os trés eixos coordenados. -
| Ess : ' ducdo de conceitos cine
| - ta a introdug _ |
QR st ¢ eupecialmente conver e i o s vinculos, contribuiram decisi-

€0, gue so serao expostos mais adiante.
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1 4.3 — Barras vinculadas por articulagoes
[ =
11 1 I1

ou cursor € o vinculo capaz de fornecer uma forca de qualquer

- modulo e ser Ehw_.;:rn guer diregao, ortogonal a uma reta fixa. Um par

- deaneis, em linha reta, fixa a posi¢ao de uma reta de um soélido, permitindo
apenas que os pontos dessa reta se movam na dire¢ao da mesma.

Maneira de we.: : pri=
Hafi€ina de pealizar este vinculo (contato ¢©

~ 1.'*srﬁg*ﬁ‘iﬂl'0d.elo ideal de diversos Upo> d

4.4 — Vinculos 41
ot anel sera representado por dois pequenos tragos, paralelos a reta
fixa.
P
TTTTTT

Figura 4.5 — Anel

i simples (bilateral): J |
AP-‘?E:ﬁnium capaz de fornecer uma forca de qualquer modulo e sentido,

a dii‘ecéo normal a uma superficie. Um apoio mantém sempre um ponto de
n ]

ym solido em contato com uma superficie.

um dos eixos é paralelo a direcao da

ist 28] 2m que
Jum sistema cartesiano € ' > g s
b a determinacao desta forc¢a se reduz a

forga proveniente do apoio simples, a
abté'n.l;ﬁo de sua componente segundo aguele eIxo.

As maneiras de representar o apoio simples esltao indicadas a seguir:

io simples unilateral: -
Ap?}?os;g?‘lgulo capaz de fornecer uma forga de qualguer mod ulq, na @rem;ao
normal a uma superficie € com sentido determinado. Um apoio unllzileral
mantém sempre um ponto de um solido numinwsxm) lado da superficie de |
apoio (se esta for um plano, num mesmao semi-espaco).

——

A representacao grafica deste vinculo é a mesma que aquela do apolo

bilateral.
A articulacao, o anel e o apoio simples sao vinculos puntuais, |)le551;;10
équivalentes a introducao de uma unica forga, de ponto de aplicagao bern

determinado. .
ACA
\ O\ |
. | H;;-
__r 0 IH.
=\
A VI
A\

Figura 4.6 — ApoIO simples
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I-II | . IIII |.
O = | R Ty s 2% o r . :
RrIGuLe = = e s 2 ¢ r (e
f .:-L';ﬁl';:ﬁ':l:;::. Iﬁ‘hi!:ﬁ?’hé’ :F,-' I~I-"na@' E um VIHCUID punan], na : L —~
A e SUg Veri'ﬁﬂa*se'que as equacoes
| |- |I - z._-oJr MEZO, M}.ZO

yé aseguinte: |
Ir e satisfeitas, nao apresentando interesse. Restam as equa-

540 identicament

coes:
| X=0 Y=0 M,=0.

ortamento de uma articulacao num sistema plano: -

Nesse caso a articulagao fornece forcas somente em duas direcoes e [?oc}e
ser substituida por um pino. E, por exemplo, o caso da barr_a 011*1 ethl{n?
representada na Fig. 4.8: A componente da forca em A, na dire¢ao normal a

figura € nula.

Comp

N ..._,J_, S M . ) B T k.
fugao aos problemas de Estatica i
hs -.i'_.u'.- sroblema que vamos geralmente resolver ¢ do seguinte tipo: \
r ' _| mill - y ). ke g ' L LB | :
_ SBLNQGQH& !Jm sistema dB corpos materials (geralmente solidos) esti .,,,f/ /
mmwbmmm OSICAO dada, sujeito a forgas ativas dadas, determinaras | -
reagoes vinculares, externas a cada corpo do sistema. ,
| AS equagoes universais
.| -- R=0, M, =G
' gpumac&dammﬂdﬂ sistema, fornecem para este corpo um sistema de - —pusnauin o, T
bequacoes escalares: Figura 4.8 — Articulagdo em sistema plano
x = ﬂ M}; - O
Y= 0 M,=0 4.5.2 — Sistemas isostaticos e hiperestaticos
A 0 M, = 0
(Também podem ser | ’
5 AEMN Ser ESCrItAS ae s s _ _ . » 0
conjunto de todos mc::p;?;:: --Ff-_ﬁ:ﬂa_s?pes universais exprimindo qut ( % 7
em equilibrio,) S RRCEEUM numero qualquer destes corpos. estd 4 F : ?’ /
“Q
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para demonstrar a afirmacao (a), suponlmaqos, em Erimeim_;_ugar, que
5-.pt§:ﬁtﬂ5-' de aplicacao, Py, Py, P3, das forcas (Fy, Pq), (F,, Py), (F5 Pa) nao
0 y em linha reta.
-~ anto das forcas (Fy, Py) e (F3, Pg), em relacao a reta P,P; é nulo. O
O momern =3
<m0 deve acontecer com 0 momento de (F,, P4); portanto a linha de acio
fmésta&smﬁrca deve encontrar P,P;, ou seja, esta forca tem linha de acao no
dlan@ P,Pﬁ-Pa' Analogamente verifica-se estarem nesse plano também as linhas
'ge ﬁfﬁﬁ: das outras duas forcas.
Pin'alme'ﬂter suponhamos que 0s pontos P1P,P; pertencam a uma mesma

reta, r. Os momentos de (F,, P,) e (F 5, P3) em relagao a Py sao vetores opostos:

—

(P, —P)AF;=—(P,-P)AF,=m
= = | ¥
Ac linhas de acdo destas duas forgas (F», Py) e (Fj, P3) pertencerao a um

mesmo plano © L m, passando por r. Portanto a linha de acao de (F4, Py)
devera, também, pertencer a p, do contrario a resultante das 3 forcas nao

seria nula.

Figura 4.11 — Trés forcas em equilibrio
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1."'__ ks £ € l Ry ry2/2-F-r/2=0, decorrendo Ry =F+2 /4
. .rlﬂ['i‘,, as duas parras teim 1orma de quag _‘
i ITE‘I_."L'_::. | I...f. .:l'“l”l. _-1;::_11.". '-'_—'_._'l- | 3 v : & r‘a . . n . 4 ' N . - - ¥
(810194 J [i --.]._l Jc- & o I‘ed,«%{ma ‘ A

ra.

1" -; . b = e __IAI S ___Fh . :} .
 atuam em cada bd
i ALuUiALLs WwEAT T

~ Solugdo: Exemplo 4.1
_Abarm SUjEItA A foneac . e
sdo diretamente opostas forcas apenas e dois pontos; entao estas 016
Nosistemap“ i
| | @ PHno considerado ¢ me. |
ser indica o cansiderado, o mmmen, L Erem——

Mes ik SNk
- Escrevend, a equagao M, =0, obter

H, -Rycos45-F = -3F/4, e V) =-F(2/4)cosd5 = -F /4

 gEXEMPLO 4.2 il
. O sistema plano em equilibrio, indicado, esta sujeito a forca vertical P,
mnfﬁme a figura. Determinar:

As reagoes externas em A e em B.

A forca na articulacao E. | - =
' A distancia x para que esta forca seja maxima ou minima.

Exemplo 4.2
- Solugzo:
2 Do equilibrio do conjunto obtém-se
My =0=Ry2a - Px - 0= Ry = Px/2a= V4
bl Do equilibrio da barra CEB:
Me =0=>Ry2a+ Vega+Hga=0= s

= P-Rp - (2a - x)P / 2a

+ \‘f[ — "ERH




e i
1 [ |

IL, ].; rdﬂs Sé”dGS

4 rl.‘

n’J

4.2 — Equilit rhldﬂs barras CEB e AED

. m

la barra AED:

My, - ﬂn%n-ﬁga Vy2a=0=>V,
Acd = -Hg =2V, *
ﬂemﬁ'{ﬂ@h . ¢

Hi=-P e Vy=(a-xP/a

iﬁmgﬁh @m;am XY
: ﬂeﬂliljmadeﬂ V ‘nder
mponente Vg, obtendo- AL g vao depender so do valor da

Méximo parax =0 ou x=2a = R, = P\/2
Minimo para x = a==~RL-P

R —

Chama-se trelica uma estruturs
'formada por barras retas, as qmna 101
mam tridngulos, de maneira qué @
forgas externas estejam aplic adas
apenas nos vértices (nos).

'Pla Vamos considerar somente treli¢

| ﬂﬂs Chamemos T a treli¢d maﬁ

: €la serda formada por um (nict
0 apresentando 3 barras ¢ 3 n0S

Aﬁﬂrﬁr de T imaginemos for I'ﬂdd
&ﬁg"ﬂ'trehga com b barras e’ no? G
ada NOovo no acrescenland() dud’

as
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_para obter a trelica final precisamos acrescentar, a T, (n=3) nos e 2(n
bﬂwﬁg lica final tera, port
g as. A trelig portanto, um numero de barras igual a

b=3+2(n-3), ou b=2n-3

O/

Figura 4.13 — Trelica com b = ften=7

Escrevendo as equacoes de ecquilibrio para cada no, teremos 2n equagoes.
Estas equagoes permitirdao (em gel ral) determinar as b forg¢as nas barras e |

| mais 3 forgas incognitas externas.
Uma maneira diferente de construir lrehgd%

6 acrescentar, a T, mais barras para cada no:
teremos b + 3 > 2n € nao poderemos mais
determinar as forcas em todas as barras (trelica

Figura 4.14 — Trelica
comn=4eb=>5

e ——

—

e ——

ura 4.15 — Trelica hiperest

" : | - I
Fig 4tica com b = 10



S @fﬁﬂﬂidﬂ&'sélidas

dj;t;;ﬁe necessaria para uma trelicy

Mm*

Wﬁl‘) ser constituido de barras de
m licadas nos nos, COmo nas trelicag

mmﬁﬂs Nos, pelo qual se considers,

icil ‘ﬁ\hﬂ das barras).

mﬂ@@bmas forgas nas duas barras.

3

Exemplo 4.3 - No A

Em + Fmact]s:iﬂ" - 0 FAC = —FAB

A 1 _' - F&Bmwﬂ F&c CGSBOﬁ + P FAH = P' FAC - -P

15 indicam tracdo na barra AB e compressao em AC.

4.5 —

Introducdo aos problemas de estatica

ando o equilibrio das forgas que atuam no no A, obtém-se

B P
Fec
)
Fea E Foe
e J -
'P
l P
4r
- C
| Fec
H"ﬁ' (C:r LGJ.—

51

v, I’

Exemplo 4.4 — Equilibrio

dos nos e do conjunto

d
"
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. emlmrcular homogénea, de peso P, indicada, ¢ mantida em

\ la "ll'ﬁ‘s ‘articulacao O e pelos fios AD e BC de pesos despreziveis.
b ¢a0 na articulacao e as tensoes nos fios.

I'I'II'H“'*'"

T .I A = "’Ip FEC = PF .-y .I

- -

- .-1-"':

¥ F -
| g

>, Vﬁ_m? ‘ . D—A= Ri -Rj + Rk e C-B=-Ri -2Rj +RK, obtém- -S€ a expressao

S '__,_ 4. -I.'= —_ ll 1.,_‘ ,.,1 Sﬂes I]_US ﬁos

ilibrio contendo fios de peso desprezivel 'Ta = (Tx /V3)i - j+K), Ty =(Ty/ V)i -2j+K)
R M;,ﬁ amente flexiveis. De inicio vamos - ando momento em relacao a O, obtem-se

-_-;.-.:.' Se o fio gsxiver sujeito a forcas apenas
des :._J.g‘:'-:;;a; o ~.;_ .4, o diretamente opostas. Como » g A TB + (A -0) A Tq +(A-0)A(-PK)]i = 2Ty + J_TA J6P =0

oit: |{ qor na mcasaconmderado acima, ele
silibrio quando T r{argas em suas extremidades Mz =[(B-0) A Ty +(A-0) ATyl k = 2Ty -y2T, =0

mit 11_|_a_l__ak_nuu._, a;;'um S a as forcas de tragao, atuando Eetas equacoes fornecem
era ficar em equ 'rinem linha reta, na direcao S

I!- 'n 1

L -.k_" _-J_';.-._-'..*.‘.‘.-;..T-” m : - TA = (P / 2)\/3; TB = [P / 4)\[6

a zero a resultante total das forgas, obtem-se as componentes

O:

et SN

Al B
H‘

g
F|1

XUH-—P/4, Y[-,=P, Z“=Pf4

11 -||

Ll 1 i
I
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CapftU|O

ESTATICA
DOS FIOS
OU CABOS

5.1 — Sistemas funiculares

Consideremos um sistema ordenado de pontos materiais Py, Py, ....P;
tais gque a distancia entre dois pontos consecutivos quaisquer Py, Py se
mantenha invariavel. Admitamos que €m cada ponto P, atue uma for¢a F;,
além das forcas F; 1 (i>1) e by i (i < N) provenientes das igacoes de P; com
P4 € Py O sistema de pontos P; € denominado sistema funicular. A figura
de equilibro do sistema funicular, isto é, a figura formada pelo sistema na
posicao de equilibrio e chamada poligono funicular.

Obtém-se as equacoes de equilibrio do sistema funicular igualando a
sero a resultante, em cada um dos pontos Pj, das forgas que nele atuam e
abservando que, de ac ordo com o principio de agao e reacao, as forgas F; ;
1 € F'._ 1 devem ser iguais e diretamente opostas.

b ¢
||r r”
[/
/
» F, F’”r_\_
- F'"]
Ps,
= P
_ 3
i / .
]
Figura 5.1 — Sistena funicular
AS equacoes de equilibrio sao as seguintes:
Fy + Fig =0 (5.1)
[.:!l T 1-:.'1 1. 3 “




lllll
_____

\F

Figura 5.2

Cada uma das equagoes (5.2) é representada graficamente por um

triangulo de' forgas. O conjunto de todos os triangulos constitui o que se
chama um dlagrama de farcas, A ligqura acima apresenta quatro vertices de

um poligono funicular e a parte correspondente do diagrama de forgas.

O poligono funicular pode ser uma figura plana ou reversa. Quando todas
as forcas F, salvo as forgas extremas e F,, forem paralelas ou concorrentes
? p::ofigu{m fun?cmag- Serd uma ligura plana e em seu plano estarao aquetds
c‘;’ﬂi‘;ﬁ;:&gﬂ”i’:;;!‘L;T'rxLlremas‘;. De 'fal{tf, considerados quatro vertice
contém o Ulllmﬂ 5@?1-1. ré 0 p(?l QUHO fllnlCLl]a'n*’ Uﬁ plano dos trés [H,”:-“.l:;,h
seja n o plano P,F: P c}::]mglfl’? . ,!“pmf-‘sﬁ‘ aludida é verificada. Por exen]
€ portanto sao G;F;T:Einarés a; g}esforgaﬁ que atuam em P, estao em L‘K{IUH‘.IL"'.
segue-se entao quﬁ- a rﬁrg; U_:" ;,,ilti::g;bpa] deve DEI‘IEI'H."UI‘: a . Da hrlﬁ‘?r:_k-m
as tres forgas (coplanares) CIug;-ﬁ R pertence a n. Em conseque S

Hildm €m Py estdo em n e P, pertence a7

As forcas F, podem ser escritas Sob a forma
C

" P c .
Hiv = T, 41 B (5.3
sendo /; = [P, - P £
O escalar T; coinci
- | : [ﬂln(:ld 3 : : :
eF. .. ©em valor absolytq (- It P S
b 1.4 OM 0§ modulos das forgas *
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OP,
R o
.
.
N
P?
! FE_
P tzF.l, 1 F’I-'I
® ) o5t 0)
P T P1-I
o - e O
F: Fr-‘|l:;-r|! P 1
O ey O
Figura 5.3

Quando T; for positivo diz-se que o IHCHJ P.P;.1 do S}SLE'_I"!‘!EI Funi’c-ul_ar
wrabalha a tragao, dando-se a T; o nome de esfor¢o de tracao. Quando T, for
n'egativo diz-se que o lado PP, trabalha a compressao, dando-se a -1; 0
nome de esforco de compressao.

Diz-se que o sistema funicular trabalha a tracao, quando todos oS seus
lados trabalharem a tracdo, e que trabalha a compressao, quando todos
trabalharem a compressao. Ha casos em que a realizagao pratica das ligacoes
entre 0s vertices de um sistema funicular exige que o sistema so trabalhe a
lracan; € o caso de todas as ligagoes serem feitas por flos, de massa
tdesprezivel. Nesse caso o esforco de tragao | costuma também ser chamado
ensao (no trecho correspondente de 110).

HEXEMPLO 5.1 ®

' ty
| "0
VA
H:"-.
=0 HA * 'S . a-- I:_'r.— s
— el T USSR RRT 2E!|
3 2 /D
S
< . .
., d [
N g N
BO ‘
'- -
P e
-|---\-\_"'-|___\_Il:w,'.L
C ]




ralo 5 — Estatica dos fios ou ¢abos

L ABCD de massa :dgs_prez
jades A e D, suportando 05
ura, Determinar:

figure

rcas em A e D. )
Hepes nos trechos de fio AB, BC e CD.

ivel esta em equilibrio pregq

pel;
pesos P e 2P, pendurados em p ) ':ﬁ

| ran ' -. ;@-;_gqﬂj]ihtiﬂ*"di.‘)-_'CﬂHjunt() e tomando 0 momento das fo rCas
M, = 0, e portanto Vpda = Pa + 2P - 3a = V), = 7P/4.

ilibrio das forgas verticais resulta:

Va+Vp=P +2P =V, =3P -V = oP/4.

Considérando o trecho de fio AB e tomando momentos em relacao a B.

Exemplo 5.1 — Equilibrio do trecho AB

Mg =0= Ha =Via=H-= Vi =5P/4,
decorrendo a tensio em A:

2 o 9 P
(A= VA +HL =2(6P /41 < T, = (542 / 4)P
que ¢ a tensdo em o todo recho AR

Considerando O tre

M{_- =() = Vua — Hh(‘ 3 h{-_- = ?3/5.

cho : -y
S€ he: D etomando momentos em relagao a C, 00! m

5.1 — Sistemas funiculares 59
lvn
. J/
/
h /
- /
. ."fff
THL: -~ r.;,.,f
‘\\‘E% .;__;
QC
2P

S ——————

Exemplo 5.1 — Equilibrio no trecho CD

observando que a componente horizontal da tensao no trecho

inalmente, ‘
o em-

BC é H =5P/4 (basta considerar o equilibrio das forgas no no B (ou C), obt
se isolando o trecho BC e tomando momentos €m relacao a B:

Mg =0 => H (h¢e - a) = V. 2a,

(chamando V a componente vertical da tensio, sobre o fio BC, em C).

Decorrem V = P/4 e Ty = P (V26)/4.

B EXEMPLO 5.2 ®

| | L
o _— #E= —
( _lr}_""'J_ I .-"i‘ / -""'_ l o l
|
3; er2 h|': 'r'F[_" S .—_I i
| by e
E

' B
- j\ v
. | 2P

-—

—

e ——
r———

e ———————

Exemplo 5.2
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——

Semos agora fios de massa nao desprezivel, em equilibrio. e
R tiderados como caso limite de sistemas funiculares que
Salhar a tragao, nos quais o nimero de vertices cresce indefip;.
s distancias 7, e as forcas, F;, salvo as forcas extremas F, ¢ F

zero. A figura de equilibrio de um fio € chamada curva funicy.

Sranbter as equagoes de equilibrio dos fios, vamos partir das equagoes

de ¢ ."51'-'-:'.’..‘”:@.53.'7-" 0 dos sistemas funiculares e verificar que forma essas equacies

o)

a S "",-:_"_’1"5 _*ﬂiﬂ caso limite aludido.

—

Devido a (5.3), as equagoes (5.1) tornam-se
i‘z'1+T1 PE_* s =0 (5.4)
'y
. P - )
Fn _an In Pn--1 =0
lr]rs-l
s
/ B=P(/)
P(S) ‘
Figura 5.4 — Fio
Acrescentando-

CM=8€ 0 sistema equivalente

=0, (n=2,3,..n-1)

o considerando (5.3) e fazendo F, - Gt
U

S | . o 155 a5
- *a Cada uma das equacoes do sistema (5.2) todd> =

2.1 — Sistemas funiculares 61

—.

= Po=Py . o Py =P
Z{Pif'i‘Tl L;- 1+Tn : 1. =~ =0

=2 1 B

m fio as equacoes (5.4) e (5.5) devem ser substituidas pelas

(9.9)

No caso de U

Segumtes
J g % e (5.6)
Fg— Tgtp =0
(5.7)

rqads _Taty+TE=0, (0<s<)
0 =

A funcao ® 6 denominada for¢a por unidade de com primento.

Consideremos O €aso particular importante em que @ € ‘-.'_ertu;al e, em
iseqiiéncia, a curva funicular esta situada num plano vertical. Seja ] ©
con : | e
versor da vertical ascendente e O1) O plano da curva.

Para facilitar as deducoes posteriores consideremos uma fungao p(x) tal

i ‘ | (5.8)
pds = —pdx] ot
Observemos que pj representa a for¢a no fio por unidade de compri-

mento de projecao horizontal.

LY : .{;,B
A
\ ds.
| .
| px
0 '

Figura 5.5

Devido a (5.8), a equacao (5.7) torna-st
.ﬁj.' D(_]_’u__i — | [ + 1E — (). ou

. = e le (H.9)
T = j odxj + Tala

Introduzindo-se as expressoes

{ = cosou + Send]
g OXx), €

s N o ranaente em relagao
londe ¢ ¢ a inclinacao do versor tange nie

y -




——

_____.--I'_": I

o ’r

1 gt

J—l‘-

1

-

. =
if

b

T .
gstatica dos [} fﬁ@@m
__I --;q_'r'. - | i

i
.. I |

et Eﬂﬂﬁ A), resultam de (5.9) as dyas o

(L !'l-".- - 1"’:"_"" .
or tangente no

qu El(rﬂ[‘i!,

I I |'I I
.I Mﬁ-FITA_:-COSQA

X 1
- Tseno a‘ﬂL pdx + Tasena s
| 3 = .‘&

;,_.;;;-.';.'d.u@f};jﬁ'-:'ii'“i};,—,e_ das fﬁl‘ﬁlas horizontais num trecho
Bis baixo da curva e um ponto generico da mesma, e
' horiz ;‘:f:=“f-jt;;"'~;‘ F '@jﬂtenséﬂ T, & constante.

flpﬁlﬂ pl"eCEdEﬁtE‘, obtem-se, notandg

IR L [ g s
LT t‘..fl‘{['-' d
I .

| iy
-l e 'I'::ﬁ [ 1 dx it lgﬂ’.
R 1 2l | X+t
- - }..t.... .. |:| IH 3:,«\ p A

ue F-EFI-" .-

g ==-3% COSQ = — b
1+ =%
\ ax. (5.10)
d 4
T=H|[1+ (—51
Y \dx
¢ derivando a expressdo de tgo

| 'Idzy__ P (5.111
dx’ H o

cdleulo da tragio T num PoOnto qualquer da curva.

Uma aplicac e 3
4Pilicacdo simples dessas €quagoes encontra-se na chamada

5.2 — Curva das Pontes pénseis

"l-':‘aﬁgum lar o
o o brand de equilibrio de ypy, i, que suporta, na posigao de U?:]-E-.
(v

d[-: ﬂfll
I‘Ifi{J |

Jue

5.2 — Curva das pontes pénseis 63

pe (5.10) resulta que

T = H® + p“(x = X¢)°

g EXEMPLO 5.3 W

0 fio AB esta em equilibrio sustentando uma carga que € suposta

. ribuida uniformemente na sua projecao horizontal, de comprimento 10a,

dﬁtforme a figura. Por unidade de comprimento horizontal o valor da carga
con

éq Determinar as tensoes, ki, Txe'ly,
%J/ s

10a- P - 1-

Exemplo 5.3

Solugao:
Consideremos o equilibrio de dois trw::l*ru.m
do ponto C, o mais baixo do fio AB, ate A ou

de fio, indo, cada um deles,
ate B. Chamemos X O

+ Vg
B{i___"_L..
]
i |
Vi q(10a-x)
H
«-.’—'l AA o | 2a
e I !
a . \'x 1‘ 10a-x '
| ® A il ==l Y
! 3 ™~ c H H C_ : 2 )
— ) - , PRSI - '_- 1h - _.1GH-K : _ e
A+ **

e —

Exemplo 5.3 — Equilibrio dos dois trechos de [i0

e —
. —_—
S —y
—




o sontal do trecho AC, resultando o copy,

rojecdo

.

e O C E;j‘g'f'.il ”':ﬁ ﬁgﬁode CB; ds Cdrgas tota IS SO
JAERARARA AR N L . AN A
spectivamente, ax e q(10a =)

o ando momentos em relacao a A:

§oot

r .II

a) A
e e H‘-}%

1
= g L e .-!" " rallaVe A .
0 momentos €1 I’felﬂgﬂﬂ a B:

indo n -

!

-
‘qxa - Sﬁﬂq | 10 Jé H

aq

i 5ol VA =( 10 J C VH — [ T
\T++2 1+v2,

- Astensdes, em A e B, serdo, respectivamente:

Comparando (5.8) com (=
parando (533:-_Wm1f[3i1?'2]?cﬁ0ncl‘uiise'que

: Prim
hrfj T

€nty
SSEE

]

il AT _ . aﬁi:-ﬂqj (5.12!
da vertical ascendente, ) Por unidade de comprimento do fio e j 0 V€™

5.2 — Catendria

65

2
d
ou p=qw'1+(—5i]

[ntmduzindo este valor de p em (5.11) obtém-se a equacao diferencial da
curva procu rada

>
lL

dy g
dx® H

Efetuando nesta equacao a mudanca de variavel

|
= = sho

X

(5.13)

ela se transforma em

dfé ¢
dx H

_ 9

isto € 0= T (5.14)

'-""- - -‘\:“)

De (5.13) e (5.14) resulta a equacao cartesiana da catenaria:

X — X H
Y —¥Yo =ach——=, [u = -—}
A q

(5.13)

E de (5.10) e (5.15) conclui-se que
1I'=qly —-Y¥q)
O comprimento de fio entre os pontos de abscissas Xy € X ¢ dado pela
Integral

(5.16)

[. i-i y ] 2

E J \|‘1 | dx |

Tendo em vista (5.15), conclui-se que

. "T”.'}

s =ash- (5.17)

a
Efetuando-se uma translacao de eixos de modo que a nova ori ]
- 5 184 5.16 am a forma mais Sumpies
PORLo Py(x,, vo), as equacoes (5.15) e (5.16) tomam d forma mais Simj

a origem seja o

" (5.18)
, o
I =aF (5.19)

. = wice da catendria, 0 €1X0 X
O ponto C mais baixo da curva € chamado Vel ‘lILLﬂdd LH..MLP(;::: i
€denominado base e o escalar a, distancia do vertice 1)%,_5'1,- ,dt.;l il ort 4
- A €quacao (5.18) mostra que O eixo V € eIxo de simelria Qe
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- Figura 5.6

—

1 DE&CDT&O com a expressao (5.19), a tragao num ponto qualquer da curva
'ﬂg‘.m 40 peso de uma porgao de fio tendo para comprimento a distancia do
ponto considerado a base da catenaria.

A:.m- .a‘.“"wﬂ"“ d, X, Yo que comparecem na equacao (5.15), podem
Eﬁr dﬂa mﬁdﬁmasen_-.gm ﬁm@ﬁﬁ das coordenadas das extremidades A ¢ B do
a{;? i mtdcﬂ'&mﬁ AB Para facilitar essa determinacao, fagamos
bai;fi[: f?ﬂd::‘?tertna  I dl?mferéncia coincidir com a extremidade mals

S Feanentemos o eixo x de modo S Alariean A ira extre
midade seja positiva. que a abscissa da outra ¢

Sendo (0, 0) ¢ oy LR,
duas relastt;; 0.0leB=b, €) as extremidades do fio, resultam de (5.15) 8>

~¥o=ach-t (5.20)
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by
by
B(b,c)
A= G -
o
Pl,'rl T
Figura 5.7
f = 'E_i ‘L‘Ih N )/ a i' L‘{\“ Difa U\”:’ll e Xn/a L |
2 1
¢, depois de algumas transformacoes
D b—2X, s
¢ = 2a| sh—ch ——— (5.22)
28 24
Por outro lado, de (5.20) e (5.21), vem:
D — X X
¢ = ach——~ - ach —”~
cl cl

ou, usando a definicio de co-seno hiperbolico e fazendo transtormagao

analoga a anterior:

b . b—2X; 5
c =2alsh—sh———— (5.23)
24 2a |

De (5.22) e (5.23) se obtém

€ portanto

-

Séndo / o comprimento do fio




[’ ‘r ".'tl-? B . au )
ste um e um so valor (positivo) de a.

1 .qlll_

&
"=  —

‘ [ Al |1 .
‘mite determinar X, uma vez conhecido a.

RS AAL R ot
1 constante y, resulta de (5.20).
i

T
MR e e e _ ey 2 i

ABCD, ,,_ﬁmﬁmimemo total a, esta diSposto COmo
.i.i..::1:f.'| C . | |

#- . ,:I.] o

le comprimel to b, esta apoiado num plano horizontal,
> .:,*I atrito com o ﬁ@ (€ M.
cular o ‘pﬂm@nm'mﬁximo, Y, do trecho vertical, AB, compativel

0B e
U papenn ob saau TEEE- 8
- COom o eqaqunre ﬁi

Na polia, que tem raio desprezivel, niao hd atrito.

- Solugéo:

Sendo a o comprimento mtal do fio;

Y+5+b=g (1)

zontal, H; 0 equjli o, langente em B deve se reduzi’
Yoo 5 EXIge que essa forca nao ultrapass®
| pode -Qrﬁ']‘ecer:
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W
Tf_i """" s limpossivel)
C D
k.
H C D
tpS T
Exemplo 5.4 — Dois trechos do fio
H < upb, (2)
chamando p 0 peso, por unidade de comprimento, do fio.
[gualando a tensao nos dois lados da polia, em B:
py = H? + V3 = {H* + ps° (3)

(1),(2) e (3) fornecem:

A

| u"’b? Sy*-g§" =y“=[la=b)-yJ,

| decorrendo a resposta:

~_la l'Jj_:'f + }__l";hzj
| Y2 " o@-b)

| Observacdo: L

A tangente no vértice da catenaria é horizontal. Ora, nas vizinhancas
desse ponto a catendria ¢ proxima dessa tangente; 1Iss0 significa que, nas
Wizinhancas do vértice, o peso do fio, aproximadamente, Se distributi,
uniformemente em projecao horizontal e a catendria se aproxima de uma
Parabola.

Isso pode ser verificado desenvolvendo, em série de poténcias, a lungao

¥=ach (x/a), nas vizinhangas de x = 0:

J 1-;
y -3 \ gy o
X X" A __-1._|:;;1+ia—+-1--}-+"
ach—=all1l+—+——>* 9, Alad
r s _!', i J _q,l "]'.Li
d L}dh “1&;.1 |

i termos da série obtem-se &
- Considerando somente os dois primeiros ermos da serie

#arabola de equacio

y©

y=a+ (33/’2{1],
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atuint
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Tuar o H for grar
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quando a re
im_ % 0
o pequena.
Bl == |i 1

ia quando x/a = qx/H for suficje,
.jgg.g-gm_-rela(;aﬂflo PESO gX do trech
1&?&@3 |da "ﬂECha ’ f.- para o IIVEI(}"

e

SRR e
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Figura 5.8
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um cabo AC, de peso especifico p = 20 N/m, estd preso em A e repousa,
cem atrito; num plano inclinado que forma um angulo o com a horizontal,

A distancia, medida na horizontal, entre A e C é igual a 120 m, quando
yma forga horizontal, H = 9.000 N, é aplicada em C.

Dada tgo. = 1/5, achar a distancia d que define a posicao onde o cabo se
separa do plano; achar tambem a tensao maxima no cabo.

" Solucgao: - | _
0 coeficiente angular da catenaria, em A, sendo igual a 1/5, tem-se:

Vg = Htgoe = 9.000/5 N = 180 N.
De Vi = ps decorre o comprimento s do cabo entre B e C:
s = Vp/p = 180/2 N = 90 m,
Sabe-se que s = a sh (x/a) é o comprimento do trecho AC, do cabo, onde
o parametro a decorre de H = pa:
a=H/p =450 m.
Entdao sh (x/450) = 90/450 = 0,2, decorrendo x/450= = 0,04 e, x = 18 m,
decorrendo
d=1(120-18) m = 102 m.
Sendo
Ta=Tgy+ (pd/cos a)sen o =Ty + pdlg @,

| ) 2 J i i : ._' N
atensdo maxima serda em A. Ora, T, = H™ + Vi =+/(9.000)" + (1.800) =9.180 N,

decorrendo

T, = [9.180 + (20 x 102/5)] N = 9.588 N.

Observacao:
Se fizéssemos o calculo substituindo a catendria pela parabol
4=(120-102) m = 18 m, e

a. obteriamos

Vi = px =360 N.
T, = \@TQE = {{9.000;3 (36012 =9.007 N, e T, =941 N.

f -esultante par: alor de d ¢
Conclui-se que, nesse caso a diferenga resultante para o valor ¢

’ T . mnas de 2%.
€Norme, mas o erro no célculo de T, € apenas de 2
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Capitulo

CINEA}ATICA
DOS SOLIDOS

6.1 — Introducao e Cinematica do Ponto

Como dissemos, a Cinematica é 0 estudo das propriedades geometricas
do movimento. Ela se limita a analisar os movimentos, sem considerar as
forgas que estao relacionadas com eles.

Antes de iniciar a exposicao da Cinematica do Solido, vamos rever rapida-
mente alguns conceitos de Cinemadtica do Ponto, ja bastante estudados na
Fisica.

Figura 6.1 — Movimento sobre uma curva

6.2 — Velocidade e aceleracao

Seja O a origem do referencial 11xX0.
) =4 W= ey o ¢ S, “CSneL -
Sejar =P-0 o velor-posigao do ponto Mo\ ol P. Chamam-Se, resi

tl\'amente, velocidade e aceleracdo de P as derivadas:

;=dP/dt e a=dv/dt= d-P/dl




-

== LITIC =

= dev e a em coordenadas cartesianas
Jd S ST WA L .
o cantesiano, fixo, de referéncia. Sejam x

“_ | niﬁel Tém'-se:

AU S "" i =~ Ty
n 1t ]
O SISLC

B cirs 1 0, yiy)
1das do por -

~ P(t)-0=x(0)i +y(1)] + z(k

_primeira e segunda, em relagao ao tempo, serj res

did Ut Eﬁ’ﬂ&m I‘E|3§50 d0 temp() €, {), durip?r;%

Srme a notacao de Newton, geralmente usada em i\’lm‘im?;-ﬂ
= o d.

V=Xi+yj+iK, e
MOS m@expmssﬁasde v ede E, vamos demonstr
» derivadas de vetores.

et et
LA

-

a=Xl+YVj+zk.

dl’ duae

LLary

e um ve tardﬂmél"dma constante:
um vetor de modulo constante

V[ =¥V = cte

Derivando em relacio a t decorre

2V (dv / dt) == 0
Portanto, a derivada de um vet :

war 1! eum vetor de modulo constante é sempre or '
80 Vator constante e sempre ortogonal
! . . _
mma— " Em particular, suponhamos que este vetor sejé
1 Ufﬂﬂfll‘lo ES€mpre paralelo a um plano fixo n. 5¢j2
Y 0 angulo que o vetor, denotado neste caso pot

U, forma com o eixo fixo, Oi, do plano.

Exprimindo u na base (i, j) do plano, tem-s¢

U =cos 0i +sen 0]

“\h‘—\ . - | _ |
ng:;; %2 ~ Versor que Derivando em relacao a 6, obtém-se
m um plano r . : 0
Onde T € 0 versor do plana i dl/d = ~sen i + cos 0] = T (b.1

Analogamente Obtém-ge

G/ d8 = ~cos g =Sen fj = - (6.2

6.Z — Velocidade e aceleracao
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22— Expressoes de v em coordenadas cilindricas e polares
b.~ »
odem-se agora obter as componentes de v em coordenadas cilindricas,

T; componentes na base movel (U, T, k), indicada:
1s10 & :
P-O=(P-Q)+(Q-0)=ru+zk 5“
b N e g 4--" y >
| =ru+ru+zk < S

Observando que du/dt = (du/de) (de/dt), obtém-se:

=l -

V =ru+rot+zK

V2

Figura 6.3 — Componentes em coordenadas cilindricas

, danmm 7 — 1 ac coordenadas cilindricas
Obs.: Se 0 ponto movel P(t) se mover no plano z =0, as coordenadas clling 1 LU'!
| dé P serdo (r, 6, 0) e basta considerar as coordenadas polares, no I[Jl..ll'lfl r

: ; | denadas polares no plano sera:
do ponto movel. A expressao de v em coordenadas polares no | ¢

, | (6.3)
V =Tru+

riT

' eular de raio R, obtem-se
No caso particular de um movimento circular, de raio R,

A e

= - 6.4
v = ROT = RoT D

Onde » € a velocidade angular do movimento it ular.

‘ : 3¢ Jovimento circular:
Por derivacao obhtém-se a aceleracao no moh iment

2 =Rot + Hur{' - Ryt + Ro(—mu)

ISto & 4 = Rot— Ro™u

=




- Consideremos
definidos abaixo, conf
Cinemati d, cnﬁ-n:

Porque |dP| =

Teremos: v = (dP/dt)

denotando (ds/dt)
Derivando obtém.se

Figura 3.,5=—_kﬂﬁﬂﬂdﬂie aceleragdo

lorme se sape

= V. chamada v,

6.2.3 — Expressdes intrinsecas de v o de a
a base ortonormal

@ (A | dE/ gs . pldt /ds), b
e0l e/ « - . - .
;:l{'l Ay tura da trajetoria (sabe-se que t € unitart

= dP/ds) (ds/y), o portanto

elocidade escalar.

a aceleracio d ponto p-.

no movimento circular

PQSiﬁVa (t, H. b), cujos versores Sd0
do estudo vetorial das curvas (1)

=tAnN
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P — =

Figura 6.6

= vt + v(dt / dt) = v + v(dt / ds)(ds / dt) = vt + v(ii / p)v

isto é a=vl+(ve/pn (6.6)

A componente a, = v chama-se aceleragao tangenclal e a componente
a, =Vv°/p, aceleracao normal.

Observacoes: |

1) Suponhamos o caso de conhecermos a func¢ao P(t), onde t pode ser o
tlempo ou qualguer outro parametro, em geral diferente do arco s. A
velocidade v serd dada por:

v =dP/dt = (dP / ds)(ds/ dt) = (dP / ds)l...}V
' observando, no calculo de v, que
v=ds/dt==|dP/dt|

adotando-se o sinal + ou — conforme se CONVeNncione s crescente ou s
decrescente com t.
A curvatura serd dada pOr:

1/p=|di/ds|=|di /dt||dt/ds|=|dt/dt]/]V]
2 No €aso da trajetoria circular tem-se€

f=7. n=-u, V=Ro, p=R;




_. . B e ey yta) =t 2 2 ==
v+ (v o)(=1) = Rowt - (R°w” / R)u

} I|l 5 |'I. t‘ I f:"'..i#

" 4] e (6.5).

s
ypriedade fundamental

I _IIJ I ,.\I
g = 25 A -'|I"" 'J..r i' r-i':.r-"- oy :'
ymente as 10 ﬁf__if_r_'-}}.l:@.ﬁ:
2 |

)
#
-

L

|
. i

T :'.-_.-'.1 " | "‘{q!-,:: —— __:F
10 SO |1E ’,1-' r ::1.!-,.

>, permanecendo constante, tem-se

I
MM _PHN.(P. P —
Py = .}_.{ﬁ (P~ P B)i=,C (6.7)
L Mt :
Tl ey T

1 : ,|j,_' _5 [ L_*l_ﬁlrﬂf _‘E‘:ﬂ ’A{m ﬁ&lﬂ@ﬁﬂ dO temp(}; resu ] lil
U e

(B = Py): (¥ ~V,) = 0 68
--_:.-..'_-.F:I.I-':l _ ¥ L o= LN ) - e
Uacao exprime a igualdade das componentes das velocidades v,
:.i;_:,i%};.'iif': Como de (6.8) pode-se, por integracio, voltar a

I Pl . U '. .' =k '.'_' | _ . -
107 conciul-se gue

— , , '-,' ' ') _| | |
G 1WM‘%EM$§§dB S §do caracterizados pelo fato de, em cada

=0 il Jﬂédm& quaisquer de seus pontos apresentarem a
segundo a reta que liga esses pontos.

-
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plo 6.1

gejam P, Q € M pontos almhadps pertencentes a um solido. Calcular a
. .de e a aceleragao de M em funcao das velocidades (respectivamente
) dos outros pontos e respectivas distancias.

vela;;@i_dac_;i
aceleracoc

Exemplo 6.1

~ Solucao:
Supondo P e Q distintos, seja u o versor:
u=(Q-P)/a=(M-P)/Db
Os trés pontos permanecerao alinhados durante todo o movimento (como
s¢ conclul imediatamente da rigidez do solido).

Derivando, sucessivamente, a dltima relagao obtem-se

(U[‘:’dv!'J/Li :["H"“\F-I "Vi;)/lj

k}l.ﬂ — \-'i.a T [t'fi.l [\-‘F{l’_"k" Ir)

Ej.-“ —_— Eil’ + ”_] X U‘Eiu - ;'if"
Obs.: Se M for o ponto médio do segmento PQ, sera b = a/z,

- - ’ 3 — [n 4' "/
\.‘rhi :[R’rp - V{J};"—); Li\.,-] '_“("'"ll‘ +"t{‘l')/'-

6.4 — Movimentos particulares de um solido

6.4.1 — Movimento de translagao N
nto de S, se verifique a condigao

(6.9)

Suponhamos que, durante 0 movime

Y —

~ander dos pontos Py €
ORde € é um vetor constante no tempo (podendo depender dos P




Translagdo retilinea de um solido

riamente no solido). Derivando-se (6.9) em relac

d0) d0)

16.10)

TS iy A
" iSto €, todos 0s pontos de S terio,
em cada instante, velocidades
iguais.

Inversamente, integrando-se
16.10) obtém-se (6.9). Este tipo de
movimento, caracterizado por
(6:9) ou (6.10), chama-se movi-
mento de translacao. A velocidade
comum a todos os pontos de um
Solido em movimento de trans:
lacao chama-se velocidade dc
translacao.

~ 56 a velocidade de translagao
fOr constante, todos os pontos de
S S€ moverao com movimento
retilineo uniforme e o movimento
HE diz translacao retilinea ufl
forme.

e
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geja P um ponto de S, nao per-
rencente a0 eixo de rotacao. A per-
e jicular PQ baixada sobre o eixo
<e mantera, €m virtude da rigidez
4e S, de comprimento constante e
b@@ndicular ao eixo. Portanto
tadﬁ ponto de S, fora do eixo, tera
movimento circular num plano

ortogonal a0 eixo, € cujo centro est

no eixo. \

Seja Ok o eixo de rotagao (com
orientagao arbitrariamente esco-
(hida). Vamos considerar Ok como
g[fiaém de dois semiplanos, um fixo
Ol k eoutro, Oik, ligado a S durante
ﬂﬂovimemo deste. A posicao de
0i k sera determinada por sua abs-
cissa angular, 8, (a ser medida em
radianos), contada a partir do Semi-
plano fixo Olk .

— —3

- Sendo Oi k outro semiplano
ligado a S (correspondente a uma
abscissa 0,), resulta da rigidez de
S, que B,(t) - 8(t) = ¢ (cte.), e portanto

Figura 6.10 — Movimento de rotagao
(abscissa angular)

Esta igualdade mostra que, em cada instante, todos 0s pontos de um
Sﬁ-lfdﬁ, com movimento de ml;.lc_.im (ém, NoOs seus movimentos circulares, a
mesma velocidade angular, g = de/dt. chamada velocidade angular do
movimento de rotacao.

Figura 6,11 — Movimento de rotacao
(velocidade de um ponto)

A velocidade vp de um ponto P, qualquer, de S sera:

V b= roT
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SO 1 el
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T :::.—--{? .1| :[;1 f-f"""":' g:-' [

P-Q , I:{Iz;j_'%fg ﬁﬂ =gk AlP-Q)-(Q-0)], ou
Gp = 0Kk A (P~ O)

= L ',-'r"; R AT 75 2y
s aualauer do eixc de rotacao.
f e A8 Ry Rl R B B —

Rt = T gl
Fa =

rodu "N‘?E‘F{ pelo versor do eixo

‘movimento de rotagao. Pode-se entao escrever.
=" i 'I_’!‘:-:rl--- P

o =

50
-.I -I" -

d

ol

A(P-0) (6.11)
| - 1'-.:"-""!,. . 4.-."-.",'-..:!-_. - s e | : £ _a
| ce g velocidaade @“ﬂm pOntO generico P, de Um solidg

= a1l §

10 a relagao (6.11), onde O € um ponto fixo de § ¢

-

[}
.--d

v e VR N () um
a, S so pode

ixa, S s6 poc e ler movimento de rotacao. De fatg
quer ponto E ¢ ¢S, pertencente a reta Ow, sers

cl

I | -

i
|
1 L .
Ve =0 AﬂﬁP—E) = O;
I-"fd L, 4

IHI- ] -
=R
e

teta de pontos fixos tera movimento de rotacio.

Movimento geral de um sélido
Seja S um- solido em movimento em rela
Consideremos um referencial movel O jk ligad
de S, podera ser expresso por

¢ao ao referencial OEIFJFK',
0asS. Un ponto P, qualquer,

_ P=0+xi+yj+zk
Durante o movimento, ds coordenadas (x, v, z) nao vari

e o . am (pela rigide?
de S). e portanto a velocidade de P serd dada por |

e . $P='§-g-+x'§+yj'+zli
onde Vy, é a velocidade do ponto O de §.

m gozam da propriedade seguinte:

i=ﬁ)ﬁfif' 3-"‘” IR
- AV _-:m-h-.l.- k=(ﬂﬁk H‘LI:L
De fato, calculemos gs tomponentes g

v Oy, o, do vetor o procurado:

W= '-ﬂl.gi +'tny_] + sz (6 13)

satisfazer i (6.12). Myt

O qual deverg .
Iplicando vVelorialmente (6.13) pot )

ek, decarre

E)ﬂ i =w?[hij+fﬂrl

@A?:I ia = =
j mxk“"ﬂ)tlf mﬂk-"—'—{ﬂ\j-f-(l}.ll

6.5 — Movimento geral de um sélido
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Entao, para que sejam validas as (6.12), devera ser

I =,] -0k, ]

=
r—
—

w,1+m,k, K=wo,i-0,]

2 o 5
"E'-f_etuaﬂdﬂ produtos escalares, pelos versores i, | e k, obtém-se as com-
p{jﬁéﬁtes do vetor ® procurado:

o, = ]-k, etambem w,6 =-k:j
| o . =~ o
| w,=1-j, etambem ®,=-]-]
®, =1-k, etambem o, =-K-]

Essas expressoes sao todas compativeis, pois, dej -k =k i =i - j =0,
' =" — e

_deﬂﬂl'-l‘ﬁ.]?' k +j - k=0, etc.
| Entao o vetor

& =(7-K)i+(k-1)j+0 - K (6.14)

satisfaz as equagoes (6.12).

Teorema 1: ol a | |
Seja S um solido em movimento. Existe @ = oft), tal que, quaisquer quc
sejamO e P, de S, vale, em cada instante 1, a relacao entre as velocidades v, de
giant
.PZ-.ef V[} dﬂ' O.'
(6.15)

V=Vot+toa(P-0)

grediprocamente. A expressao (6.15)¢ chamada Formula Fundamental da
Cinematica do Salido.
De fato:

al SendoQeP pertencentes a b, considerando os referenciais Ol keOylJK,
mencionados e derivando, em relagao a t, a expressdo

P=0+xi+yj+zk, vem

By s 5 i : T -_'. _ T e SR "'-.l_ -V + i"’-k, 1SLO o
V=Vo+Xi+y]+zk=Vo+OAl Y]

V=Va+mal P—-0))
_ 1 . € ualer z "i‘i‘}{?
b) Por outro lado. se em cada 1nstante (O lnm'_nntliln de S valer a relag
anterior, para todo par de pontos O € P de S, resultla

v -(P-0)= Vo (P-0)

nlos de um solido.
pPONLOS (O.P). O teorema
maovel em pregada.

relacdo que caracteriza 0s movime

| - DE(B-H] conclui-se que @ Nao depende dﬂ l;f“;;ll:“
| 45€guir mostra que @ também nao depende da bast

p




r;.'l'p.ll_'.;.ul:-.-:.- .. 5. v - ' - — = »
%e um solido S, € unica a ftung¢ao w = w(t) verifj

'_'i'." i

El'ﬂ‘.[_“f“

-'::* wqlt) = o(t) também verific X
t'?ta () ICando (6.15)

o
- —_ L =
. . ik rI ;
T-Y5% 1 i { '-l". r
2 5 | |L= A ¥ ..IlnL .
b ) L o I

— I

i "-. -1| " ; 1 "T‘ - L I J
1 . r

R MR | g ‘t_'ﬂ'--l‘r",

4 A i i

[ = I !

T’y"‘ﬁ’ﬂ A [P = O).r deco rrendo
(@, ~D)A(P=0) = 0

¥

] il
A .8
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my @
i

T e S el

e 'l—]
. I
o rlr,-:,-'jr-.-l-!}; TI — I
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A
uc ucia. 1

ane ter sido definido através da escolha de

i
38
Ty '.I'}' Fa F= )
| [P :.. l-:;"'r-_.i: i ‘i [iv-j
-

nado vetor rotacao do solido (obviamente coincide oy,
nome, ja ﬁfi:lnnﬂi particular do movimento de

oo |
rias da formula fundamental (6.1 5)
13” m.mintes.de-fS'tém,:no Instante Ly, @ mesma velocidade.

Y .
= i irrn I { I.| i' i' :'I'u - I E
i . L W k" | ¥ A"
g W R WA .
g .
'Y
; - .

peep inctar
J?!.f-‘-"'l‘\.."-\- i :: P'h'ﬂﬂ_;

ﬁﬂﬁ%é instante, \?p =V 8€ e somente se, (P - O) for

paralelo a .

3) Se, hol St ftu.fﬂi"'?pzmqlialqger que seja P, resulta o A (P-0) =0,
para qualquer P, o que implica o = 0 nesse instante.

fi'r_r?-_-.!.'-- _ e
4) ‘F*PJ .ﬂ‘! ;f Vo W, 1319 ﬁ, em cada instante, a projeciao da velocidade de
qualquer ponto do sélido, na direio de o1, é a mesma.

6.5.2 — Eixo helicoidal instantineo

)

b e . HEROLACAO, ', Seja diferente de zero num certo
nstante t, para o movimento do slido S.

O lugar geométrico dos pontos o -
ugar Q.MQWW@WP.DRMS de S que tém velocidade paralela a @, no

instantineo, (EHJ), des, E:Qiﬂlél;la; tae?n tal reta é chamada eixo helicoida:

'[E"EBA;&};. Gn_hﬁ'} (6.10)
“Vollo? e solugio para 4 equacgdo anterior ¢ @ - V0
16) 0btém-se

A
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—

Figura 6.12

Como foi visto no Capitulo 2, em 2.3.2, uma equacgao desse lipo representd

uma reta, paralela a ®, que € o lugar geometrico procurado.

Qualguer ponto P, de S, nao pertencente a essa reta, tera velocidade

Ve = ho+oa(P-E) (6.17)

ou seja, aléem da componente ho, paralela a m, existira, na velocidade vp, a

componente ® » (P - E), ortogonal a @. Conclui-se que os pontos do EHI,

580, em cada instante, aqueles pontos de S para 0s quais 4d wlr)udadef
minima, em modulo, pois suas velocidades sO apresentam a componen le ha.

As componentes da velocidade de um ponto qu alquer de S, que a parecem
emi6.17) podem ser assim interpretadas: a componente purululfl a ho, Hf_‘ﬂd{}
dmesma para todos os pontos de S, é a velocidade que este solido IL{.“I‘IEJ SC,
no instante o considerado ele estivesse em movimento de ll‘*Llnﬁlqulu, com
Vélocidade de translacao hoy; a componente ortogonal & o ¢ a velocidade que
05 pontos de S teriam se. no instante 1, S estivesse em movimento de rotacao,
€M torno do eixo (L, {.!i], com vetor cle l‘tll:.lg'fu] ().

No caso ja visto, do movimenlo de translacao, :*i(,'!‘f'.i_llll = (), em Ii}dm:&? ﬁnﬁ
INStantes: nao existira o EHI e todos 0s pontos de S lerao sempre a Lr:n.L alé:t:
velocidade Ve = Vi (SO que, nesse caso, ndao sera Vg = }"1}1:-];”11(1;;11??“L_.

| 3 : caich = (@ - V)OS, e Vp=0 Al — EL SO
HoVimento de rotacio serd h =0 [pois h = (@ - Vp)/®7 €V

Vp € ortogonal a o).

6.5.3 — Movimento plano t
am trés de seus ponios

exi1st e
Diz-se,

Su - s § ce mova de manelra que :
IPonhamos que S se movs  um plano fixo

P" Q. R. ndo alinhados, os quais permanecem «
1€sse caso, que 0 movimento de S € plano.




e r”.é___", 15t ;-a.se 0S trés outros POntog
¢

r-.. R’ =R + bk

I' L =
i ¥ i llr..
e m.

1bém permanecem em um

» S, L,‘,{ a , entao, estudar o MOvimento da

10 de S com 0 plano m; o Movimento de 8

T
1T ; f}l’l’-!_j"@ s uma ﬁgura FIQIdd If I‘I.“r]'ﬂ L"nd“_

& ) tag:ao € um movimento plano. De
ler nr h] aﬂ eixo de I‘Ola(;a(} Sejano plang

S 5.,_7,: _ﬂ.}._lf-:' 0 de © com o eixo. Seja Q outro

__h T ..I"_Inl_l__hll |

. |
i ol S N I -1" :
|| i ' i

"J wﬂJSSO, verifica- -Se por deri‘;aci ),
. dn)

A

.
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5, pertencente ao plano np, mas nao pertencente a reta OP. Os
9 allnhados O, PeQ, deS, permanecem em &, durante o movimento,
atar de uma rotacgao. Portanto o movimento de S é plano e, entao, o
2 .-.‘;50 w, tendo a direcao do eixo de rotacao é normal ao plano =,

ando agora dao estudo de um movimento plano qualquer, vamos

A —-.—-.._r
k
i ‘|

,..thw o referencial movel Oi jk, tal que Oi j coincida com m; sejam P e Q
i ﬂeStalSqUep Q+ 1 gend{]\r[,_vu+{r] A (P - QJ e_portanto "*’B.

L © A i,decorrei=wa i;analogamente serd j = o AJ.Sendoie

alelos a m, decorre © paralelo a k; pode-se entao escrever o = wk,

| iﬂﬁ ente como no caso particular do movimento de rotagao atras consi-

B&SU}ta que, no movimento plano, o eixo helicoidal instdntaneo (existente
em todos 0S instantes nos quais o = 0), sendo paralelo a m, sera sempre

--gﬁfé’ganal ao plano x. Chamemos C a intersecao do EHI com m.

‘Uma vez que C pertence ao EHI, vimos que Ve =ho,e, por outm lado, V¢
&_mdevem ser ortogonais, resultando x-'{ - 0 pois h = (v - v{ )w* = 0.

No movimento plano a velocidade de qualquer ponto P, serad Vp = A

(P-C).

A expressao anterior, da velocidade de P, é a mesma como se a figura 3

ﬁ'ﬁ?esse tendo um movimento de rotacao em torno do eixo (C, w), no instante
tumnmderado O ponto C recebe por 1SS0 0 nome de centro instantaneo de

mﬁt;:ﬁo da figura F.

Wimidade e aceleracdo num movimento plano:

Sejam O e P dois pontos de uma figura F, movel no seu plano . Sendo r
a distancia dos dois pontos e 1 o versor da direcao OF, tem-Se€ P=0+ru,e,

em conseqiiéncia
P-0) =V +wkATl=Vg+OrT
acao de 90°, no sentido anti-

i}P ={((J +{r!-]'ﬂ(

ﬂﬁnﬁlﬂ T 0 versor obtido dando a u uma rot
horério, no plano .

s ) el 3 ,Oﬁli,d(}
Por outro lado, sendo 6 o angulo de Ou com uma direcao fixa, Uy

Plano x, decorre, por derivagao de P = O + ru:

resultando a lgualdade w = 0.

Entao no movimento plano, o Ve
b€0 angulo que uma direcao OP, ligada & F, forma com u
do plano x.

tor rotacao de F se esch eve m = bk, Ul‘ldl;?
ma direcao hxa 04



Velocidade no movimento plano

N A e I 'I"-= : Ty - = .
dé Oy com outro eixo, Oi, ligado a F pela rigidez

0=q _: (o = cte.).
@€ chamada ﬁﬂbcﬁdﬂde angular de F no instante

e t, 180 depende do versor u, ou i, ligado 4
B e nde > do f(arser fixo [ ). A velocidade angular da
e definid: d como a derivada do angulo que uma reld
e ﬂﬁado seu plano.

'*- ‘angular de F

.r.l_ pil B . ‘“‘ ~

M Uy ? ":'dn

T

6.3 — Movimento geral de um sélido 89

vp = vU + Pt (6.18)
re, por derivacao, sendo = —wu:

dp = dg + FOT - TOU (6.19)
qﬂ@é‘@ expressao da aceleragcao do ponto P, no movimento plano.

mﬁs vezes é util empregar outra férmula para exprimir a aceleragao no

m@qﬂnénto plano.

De fato, derivando membro a membro a Formula Fundamental dos
-mnentﬂs rigidos, (6.15) obtem-se

ap=aﬂ+mn(P O)+wa(Vp -Vg), ou

Elp=d”+mh(P O)+w A [w A (P -0)] (6.20)
‘Quando o movimento for plano essa formula se transforma numa
expressao facil de interpretar; basta desenvolver o duplo produto vetorial:

: oaloa(P-0)=[ow:(P- O)l® - w2 (P = 0) = -~ (P - O)

que, no movimento plano, o e (P - 0) sao ortogonais.

Substituindo em (6.19), vem:
;.ill = ;'ill -+ I;‘] N (P e {)l w— (HH“J — (:J] (621]

Nessa outra expressao da aceler racao, no movimento plano, € facil
identificar as componentes transver sal e radial da aceleracao que figuram

em (6.19).

Determinacdo geométrica do centro instantaneo de rotacao:

i g - . r : _ | " o : 9 - - -
Sendo vp = A (P - C), ter-se-a sempre Vp normal a (P - C)

e —
—————

\ : *'?c
Gf"‘-"._" + .i 1
X :
\ i
v
%
: Vp
P

6.16 — Determinacao de C, a partir

ks de velocidades nao par alelas
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Exer plo 6.2

se -r_-_emldades A e B da barra AB de comprimento / percorrem os
f-r*ﬁ 0i e0j.A velocidade de A é v, = vi, (v> 0, cte. ). Pede-se:

~a) Obter, graficamente, o C.I.R., C, da barra.

- Zﬁ das velocidades v e v/, 5 d

) { - d':“?
as1é ard na intersegao das nDl"lTIdlf-, av
3 s
P

E
1, -I’

!
— :“,ﬁf:: . P‘E.

) ,Achar em funcao de ¢, (0 <@ <n/2), a velocidade angular, w, da barra;

r D rn ?ur”]; ?afc;)i C a partlr
de velocida af&.!ﬂ :ﬂlﬂfﬂs

aralelas, not ando que seus modulos sa0 proporcionais

|, obtém- {:-;‘- C const uﬁnda 0s triangulos semelhantes dos
r 3, wm 08 @s obedecem as relacoes:

Exemplo 6.2

sempre que ;"p E? forem paralelas a um vetor u,
; | areta P@ serd mm'a.‘ . se wfor diferente. de zero; de fato, se tivermos:

| - ﬁ‘fi\?gﬁﬂﬁiw ‘Q) e Vq-VQu“{ﬂkh(Q )
MWP #it@)‘ﬁ n'ﬁh‘__

== T

~ Solugao:
&) O centro C acha-se na intersecao das normais as velocidades de A e
de B.

) Sejam x e v as coordenadas de C.

=L ﬁ&ﬂm‘r&ndo u normal a (P - Q); (se fosse, no |
IRV p. HVQ, € entao, nesse instante tudo se passaria .

ammaﬂmento de translacao). . |V, [=wy, donde w=v/y=v/(fCOSq)
e .

Vg = ~(wfseng)j = -v(tgy )

Derivando em relacio a t:
)
1 7 . V‘- .
- v(f;t(ﬁ"ip)*”.} —=" 3 }
fCOS™ q

s ]
e

mov me.nto sem e com escorregamento:

‘ - m outro
é]lsuponhamﬁs um solido C4 que se mova tendo sempre contato co

e m um ponto,
do Ca Suponhamos, além disso, que O contato se dé apenas ell P

os. O ponto
“eTlencente a ambas as superficies que limitam % dmsgiimm u?mum
: 5“?-‘4” Neétrico no qual se da o contato, ser a consider ado como




________
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JAmento sem e com escorregamento

Im pertencente a um corpo. Diz-se que g Exemplo 6.3

correq: mﬂmo num intervalo de tempo T
pertencente ¢ :.Jh “houver igualdade entre os velores
e de ( ede Cs que estao coincidindo no instante t. Se
de entre ess: m? e{dades, em nenhum instante de um
o T, diz-se ‘_lt_llgu_;_,.':; nesse intervalo, 0 movimento de C, sobre

a) Considerando A ponto da barra: Va = (R + r)Qt. Considerando-0

como ponto do disco:
Va = Ry T+ ro,T = (Ro; +ro, )T

Ul u : :.-1' '."L{;‘-h[-"..' H'." } ' o + J
dguele =J‘[i‘u3:.’.1 1al B Corpo Cg e fixo. Neste caso, se (; H(lh ',

————— R —
——

' _' de wl“ "” PBI“FE () e 0 movimento de | sobre R+T
DP9 L. 1 "*"{ otacdo, do movimento de F, coincidird “M‘ |
jtt_*j__(w"m.__ ﬁlﬁ BrVe-se que, neste caso, a velocidade do jj e sﬁﬁ oblida ve-se que, wenlualmmtu a5 trés velocidades angulares
anc 80 ter mesmo sinal: isso, a primeira vista, parece contrariar a intuigao.

0. entio wy € w, terao mesmao
r4cil visualizacao, mas e simples

m a intuigao.

S0 aunnao ele antra ams : . "7
NN g AL éle entra em contato com G; sua aceleragao,

d0 Se anula.

o I @ expressao confirma que, s for £ =

i3IS contrarios; esta € a situagao de mais
enficar que outras situacoes nao contradize
leracao de A fornecern

As ﬂﬂimpunentes intrinsecas da ace

I ] 7
. va (R¢ ) (R, + re;)
) Hl 2, = V.T— u= 14 + 'y |
o0 4 ,;””‘"‘ D é fixo e os discos rolam, um sobre* SA = VAT T o ? R +T
45 tem velocidade Vg

Il L. VY --_
.

). W € suas derivadas, pedem-se:
mh arra).

i
HIII

niro instantaneo 8

) Observando que o pont
= RoT i-c : riedade do cée
R®yT, conclui-se, pela prop

.'1

1/(1))
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_lrn"' bscorregar ﬂO lI'llCI‘}()r dﬁ d Vi = §Rl{i)(fl + T)
lerac fﬁm onto D indica 0 SO . . .
p dU %itudd on "~ ~omo C tem movimento circular uniforme:

- 8. )
:Ip 1 Vz [iRﬂ)] 16
o —- __Q = = ; o O A= 2=

| ac_4R(1:) iR (—T1) Ro1
ol it -

"i:—ng (4u + 1)

Ll
,jqpta universal:

Ajunta universal € um mecanismo, largamente utilizado, para transmitir,
de um eixo a outro, um movimento de rotagao.

0 sistema se compoe de dois garfos, AA'C e BB'D conectados entre si
por uma "cruzeta’ OAA'BB', formada por dois brag¢os iguais e perpen-

diculares entre si.

— _i_'—

L =]

p" gnp(é 6.4

'_'||
o =
! '||

||..l

1 .. |r|‘|'. 1 F rqfﬂ' N m n - dﬂ diSC[} pequen(}:
" _ _'_‘I l | I'I
rig H o

NBALID 2 ve r | ;.;'._..;...f _i L. F“J'"E“" Braﬂo como ponto da barra de centiv
o suda !_" l ep: A 14 I
A L ; [ |E ! _-i' L T 'h.' o 'ﬂb Onto A

I _ &
- --

@*R(ﬂd’[ 1

—- ! ~ W
il - i i

T ' -

e S d -

T
i
1.

NI A IIT

L o
"y .::q_...': Jl_,r g 8 .
‘ﬂ"r-f ’- 2H ey rER@(-U] = — Rou i
i 3] 3

e ||“" '

ime ‘. esco orregar énw do disco A).

bl s

.

y | -
-------
‘‘‘‘‘‘

uro rolamento).
‘ﬂﬂﬂﬂr fornece:




U e
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ovimento de rotacao do primeirg garfo

do. em torno de DD". Vamos consideray E‘Dfan—em

dite'og dojg

o

in OY o eixo horizontal em torno do qual giry
aX cendo horizontal e OZ vertical.

O garfg

o TRl Y a

9 AA'C) sendo Ox coincidente com o braco 0a 4
d

\zeta, sendo Oz na diregéo do braco OB.

o e S T TP . . : -
arfo BB'Dysendo Oy" 0 eixo horizontal fixo em 1opp,

braco AA' (e portanto o eixo Ox) seja horizon-

Figura 6.22
Simultaneamente BB'D ira girar de um angulo que designaremos por 3.
'D o braco BB' (e, portanto 0 €1Xo Oz)

2 : Em consequiéncia da rotagao de BB |
: rsor k’, que designa

passa para uma nova posigao que sera chamada Oz, o ve
\ A\ k ‘”K--- €588 nova posicao sendo dado por:

K’ = cos Bk +senpl (6.24)

pois, OK” s6 pode girar no plano OXz, rormal ao eixo de rotagao Oy, do
‘ idira obrigatoriamente COIM 0Ox).

bl‘ac;o BB' da cruzeta (o eixo Ox' coincl

< 4 | &
T ._ 1
—
| |
K o~ -
A b K ™,

e MOt . | - arcOf
Lgire de um angulo . Chamando 1 0VY® S

{ ;:_:-- ' 1y : : » . lL"i
* 0€Upar uma nova posicao, sempre Ot jaen

- 93]

ftmﬂih se,nqﬁ (D.&




%I*CBS €K) +sen f3i

'
|
S
”

~c [R]. Q
LD -|I‘ . .

(6.25,

~uzeta rn'-;.ag;_; re Qrtogonais, ter-se-a
b it O = l.

L J L . | II |
0 0sen - sen @ cos B cos € = 0

iy
o cos B
LU P .

uf

~ tgB = tga cose

B N . .
bro a membro, em relacao a t, e lembrando que ¢ ¢
i '3 s - I 1 .I I ] i 5 =
| o=k,

b 261

COns-

5 | |
&
-

E ] - .
psec p = (SeC” 0. cose
I

acta alevar 20 auadr | : D
-_-.f.?.-..l,-.l_.._ Var ao quadrado os dois membros de (6.26) ¢

u - n!

B+ 1glrcos®e) = asec’ o.cose

ih = (LCOSE

. ~ cos” ot sen‘ocos”’ e

1 EmﬁmmﬁmQ comportamento da junta universal em casos

: &E#ﬂﬂammﬁlﬁ'& ¢ loda ajunta se comporta como um corpo rigido.

) No instante em que o =0 (6.26) mostra que = ¢ cos ¢

3) o m‘mmﬁjmﬂmlquetmbém devera ser B=2nr. Portanto g uando
PF mim_ garfo der uma volta completa o mesmo acontecera com

segundo.

4 Seq > mD BT P .
troce ‘*‘ﬁ’f& mmf.%"m&m&também B — n/2 e os bragos da cruzct
- SREBNESIa nova posicio (6.26) fornece

6.27)

liente da junta unjyers '
Ml et A Univer Ao variaes L [ © ep manten
Cl| I.'ﬂmmf.q ue os ?.aj--e a V_al‘ lagao de fquando oS¢ mante
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?&ra_-superar esse Inconveniente foram construidas as "juntas homociné-
i O exemplo mais simples consiste no emprego de duas juntas universais,
1 (02 R elacao a um plano f 3¢ 2 jlustrad
e AGtnG simetricamente em re ¢ pla IX0, como e Hustrado no

Figura 6.24

A igualdade das velocidades angulares dos eixos de entrada e de saida
resulta evidentemente dessa simetria.
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COMPOSICAO
DE MOVIMENTOS

| De ‘*ﬂ IGQES

m,a... queoreferenmal S, ao qual se tenha, inicialmente, referido
| ﬁu » de um ponto P, ndo seja mais admitido como fixo, mas ele
orio seé mova, em relacao a outro referencial, ¥, considerado como f1xo.

| Figura 7.1 — Composi¢ao de movimentos

A
Movimento relativo do ponto P é seu movimento em e
X ""el S.

Wimento absoluto de P é o que ele possul em Te

-“' 0, ¥. movimento do

Vimento de arrastamento de ., numst,erlu S u?m b no instante
1. S, que coi

donto ligado ao referencial movel, 5. 4 © cce ligado nesse ins-

nsiderado. (E o movimento qué ¥ 1erla1‘¥‘- "arrastado” por essc
‘ 2 ao referencial movel, e, €M consequéncia

a_nclal.-)

lacao ao referencial

lacao ao referencial




to chama-se, também, m ovimento resultane.
“*4?1}% As trajetorias, velocidgq

alativo ou de arrastamento.

- P TURr Ty
1 1) L] :T' 4
1DSOIULO,

[ |

FL N
Rl
g el -f_:';_-{"!.';p

e 4
0 ) |I T:‘:.I-F; e 2 E_:"'-ull‘-:l
1€ VeioLil dUCS

+ Y+ 2K
das X, V, 7 sao funcoesde t; Q, i, j, k sao também [y NChes

a pe r';_i:rq; 0 ﬂ@*.:FEferﬂn cial S.

r — - L — ll-
TN aln
diieile T"‘I-}*'I.ﬁ

a7l sy -

""-'-.'—-w-——_.___'________
. Figura 7.2 — Composicdo de velocidades

Sendo v e vy, as velocidades
membro a expressio anterior em

ﬂb&Olutas de P e Q. teremaos, durirandt"
relacao a t:

e §E!iifi:'-'z-‘?"t‘'*"*5"‘?’:“"“bj'r'*.i-l-ilm-:+;t:i.i--l,-.‘;’q.:l:r+z§
A velocidade relativa de P serg

Vv

(7.1)

€os
S @
-]U Sf.*

/.2 — Composicao de velocidades

103

~ Conclul-se que
| b - — v
v . V = Vr + VH
ﬁ | : , :
: e resultado pode ser generalizado para um numero finito de
| Jovimentos componentes: S em relacao a Y, (movimento relativo), 3, em
,f e 0a D1 .- Sn1 €M relacao a ), (fixo), obtendo-se imediatamente:
V=V.+V, +...+V,
anﬂﬁw?% sa0 as velocidades de arrastamento de P, sendo v, a velocidade
d&ﬁ{m movimento de arrastamento de ); 1 em relagao a »..
- . I__:-'.
- 73— Composicao de aceleracoes
| Considera-se aqui o caso de apenas dois movimentos componentes.
Derivando, membro a membro, em relacao a t, a expressao (7.1), de v,
obtém-se a aceleracao absoluta de P:
| obie
! 'S 8 =ag + Xi + ]+ 7K + 2Xi + 2y] + 22K + Xi + ¥j + ZK
'. Sﬂndc) a,= Xi + yj* + 7K, a aceleracdo relativae, a,=aqg+Xi +y] +7K, a
. 4celeracao de arrastamento, decorre

a=4da,.+a,+2(Xi+yj+2zK)
Ovetor a. = 2(Xi + vj + 7k) ¢ chamado aceleragao de Coriolis, ou aceleracao
complementar do ponto P. Portanto
;’.i = 'E‘-il' T Ejll + ;ji

Outra expressao de d_:
Consideremos o ponto A, tal que

A w41

Seja w, o vetor rotacio do referencial S durante o movimento deste. Con-
Siderando somente o movimento de arrastamento, pode-se esCrevel

G!x - \:"'J + “-jd A [:‘G\ - ()l - \F,{‘! + l”“ Al

: 4 expressao (7.2 2m-se
Por outro lado, derivando, em relagdo a t, @ eXpressas (7.2) obte

Vg =Vat!

verifica-se que S€

- __.Cf’mparando esta tltima expressao com a anterios
Pode escrever

y



- 1
Ll

i1
11
",
oa k] i =
v e da mnvimentos
smpasicao u ;-.Lf'fn"-'ﬁ...'q{_li_rf ACTILU

AR Y e

L
TS o A ) ITf I

- ||':.!-||:'II||”I‘|||_I b~
ol o il 1l ”

| N -

Figura 7.3 — Outra expressao
da aceleracao de Coriolis

MExemplo7.1m
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UR V,=rl; Vv, =Tt
a.=ra; a,=rét-ro-u;
e =20, AV, =20k A U = 21T
‘, ApjﬁCUGEO: Velocidade e aceleracao em coordenadas polares no
j'_ p[anﬂ-

o anterior permite deduzir as formulas da velocidade e da

exercicl |
v plano. De tato:

aceleragao em coordenadas polares no
Vi + Va = V =Tl + reT

- - — . e ,':.‘ - N 4)‘ , o -
a.+a, +ac =a={r-re Ju+(2re + roe)t

7.4 — Composicao de vetores de rotacao
movimento em relagao a um referencial S, 0

Seia um corpo rigido R, em i | erencial S
3 imento em relacao a um referencial 1xo, 2.

gual, por sua vez, esta em mov
¢ de rotacio de R, no seu movimento em relacao a

—» —4
Sejam ®, € w 0s vetore : ._ el
J Seja i, 0 vetor de rotagao de S5 em relacdo a X.

Sea ), respec-tivamente.

tnm'(g gﬁnibpmgﬁe.ﬁeﬂkﬂ _O-UCOTMEI horaria r = r(t). O eixo gira, em 3. 1/ I
lei @ = Mﬂt?ﬂgggm 0, O*nmplanaﬁxo Ol u; O_ﬁI‘lQUlU ¥, Indicado, varia coma y / - "
mnot:amenm ) nslidemq%ﬂ Smovimento de P, no eixo Ou, como relativo ¢ o ,r/ E '\\
(u i‘) d _n?p_ann;ei, como absoluto, pedem-se as componentes, na base |L. P
| L R / .
o
\ Ll -
/ J
/ /
| (S) G .
R /
| p ;"EJ
e c
- X
Ex'm lo7 1. | | / | -
| Figura 7.4 — Composigdo de vetores
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P = Vg, # 0, A (P O)

ibro @ I@T&_i;gﬂ;, @ duas Primeiras equacoes e subtrgi,
ceira, obtem-se: U = [© - (@ + ©,)] . (P - O).

iS40 quaisquer, dé R, (P~ 0) é arbitrario, e decorre.
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o B=a o,

no ;_;:.‘i;,:.,_, de composi¢ao de velocidades, esta formy
-_,_,-_:__-__:.,-;-.uﬁ,amh ) qualquer, finito, de movimentos com POne

d §p
Nies.
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DR @ A0, O,
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. Xempio /. 3'.
—— B = i PR - . : !

__ A harra mgiraﬁmtﬂrnﬂdo pino A com velocidade ® = cte. Sua extre-
mMade B estd ligada a um anel que pode deslizar ao longo da barra OC.
Pede-se:

al A velocidade angular Q da barra OC.

b} A_‘Vﬁlmidadee.a _ﬂfﬂﬁ'iﬁt‘-agﬁiﬂ, relativas, do movimento do ponto B sobre
a barra OC (-n/2 < ¢ < 1/2),

IY
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 solugac:
O triangulo OAB sendo isosceles decorre, chamando u o versor de OC:
e to Q = (1/2) (de/dt) = w/2, e esta é a velocidade : -
i)=o/2. Portan D 2, e esta e a velocidade angu

Chamand{)f et OS(VETSOTES Indicados, normais respectivamente a OC
e AB, decorre vg = fwt 4. Considerando que B se move sobre OC, pode-se

escrever -
Ve=V.+V,. Mas v, = {f—;?_’r C()S[ (—Ep—}t ‘
Entao i{;r = {IB b ;"_;ﬂ' €
V. =0t —V, =/® cns[ {; )r’ - ch{ {f u|-v, = —rr:uf;en[g}ﬁ
Decorre
| , ’
a, = —rm% sen [; u=—/m L'{}Hg ]{j u=- —f% (.'{}H'g' U

B Exemplo 7.3 W

As engrenagens "1" e "II" indicadas lem ralos igguui% aRer "lI" gira com
velocidade angular ©Q, em torno da vertical fixa Ok. O centro A de "II" gira
em torno da mesma vertical com velocidade angular w,,

Exemplo 7.3
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Exemplo 7.3 - Geometria do mecanismo

= ‘BMH“‘?*,;J-_H%K +, (sen ) + cos k)] A (-r))

0 BOi=v, it (0, + o, cos 0)]

metr _"'l‘ﬂh1 o R/T)
L ﬁMﬂMm.yA =, (R + r cos 6), obtendo-se ©- ="

| - e - el
.Exempto 7.4 B Modisr~
Os discos de c;tdﬁﬁmmmﬁm do diferencial:
:!T Fe=90° 0 dfﬁsco?é: Qetém Y Comportamento descrito no p! “lﬂ;[i:.
oM velocidade angular Q.. mm’ Oz gira em torno da vertical 0102
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Calcular o €m funcao de o, e Q.

Y
2,
i | D
. 3 r = 1
7 - | A, — @ ==
3 | I
:. | A
Exemplo 7.4 — Modelo cinemdtico do diferenciat
Solucao:

Empregando a base movel (i, 1, k), introduzida no problema anterior.
vem:

Vo =RO,(-i)=V, +®, A(D-A)=-Ro,i+(wk+wv,]) decorrendo:

|
w, =(R/ )&, - w,

Como veremos a sequir, este exercicio é uma introducao ao estudo do
mecanismo chamado diferencial.

Aplfcat;&o: Estudo cinematico do diferencial de veiculos |
Nas curvas, as rodas de um automovel percorrem distancias {'illt'l'fi‘_l'llt.*;‘&;
4S externas a curva percorrendo distancias maiores. Se as rodas nufﬂ_i:i‘?:“:
um carro fossem Fiqidam{:mu Hﬂild-’.t.‘-; a um mesmo e1xo0 n'mln!“. L‘L'i‘."'r‘ #Irlw
Qbrigadas atera mésmu velocidade angular enquanto 0 Carto viv,“.m :i ;;rn
Um engenhoso mecanismo chamado diferencial permite, as m[.m ”L:L";E*:'i-{lr
Femmf numa curva, velocidades diferentes, evitando a derrapagem, qut=
Nevitdvel se estas rodas fossem rigidamente ligadas.
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g

arf” gu=="Figura 7.5 — Escorregamento em uma cyry,
un? E IH uu |._ >

* ‘t‘:‘fﬂ j_ﬂ{'* Ente engrenagens conicas (cham adas
HSCO 'R,E‘,J 'u’;E'_:'r-" , outra engrenagem conica lthdnmm
: '?q i .El&é ligado a uma espécie de "caixa" que
an motor do carro, com velocidade angular proporcional i | |
01 -Sﬂa Wﬂ a VE]EJCldElde angular do ponto A. Na realidade motor

sdo usadas ¢ ﬂ‘w 0 engrenagens "satelites”, em vez de uma; isto so é feito | aletly 1= -

: ’1'+ obter uma simetria desejavel, mas ndo altera o comportamento
mnemﬁlim do sistema. Toda a "caixa” estd imersa em oleo lubrificante para
facilitar ainda mais os movimentos de rolamento.

Figura 7.7 — Diferencial mostrando a "caixa”

Suponhamos dada a velocidade ang ular w, e a relacao €2, /821 =p, a qual
depender:.‘i dos raios dos arcos de circunferencia descr itos, numa curva, pelas
rodas. Um calculo semelhante aquele feito no exercicio anterior, permite

escrever:
®, =0, -QIR/1r=(-0, +Q)R/T
g 100 Portanto: 2m, = Q4 + £, = (p + 1)L
Sendo p #- 1, quandu o veiculo percorre uma pista, decorre

| Q. =20, /(1+p); Q,=20,p/(1+p) = Rw. (p—1)/r(1+p)

) fer1dos
Estas formulas perr’mlum obter os valores dos pdldmtlll’)‘? referid

» ristas:
l dnteriormente, em varias situacoes, todas elas familiares aos motorista

| d) Carro em trajetoria retilinea:
P = 1—- W, = 0— L2 = (2, = ),

B} Carro em curva (portanto p # 1):

O<p<+oo—Qeld

0,

de mesmo sinal (mesmo sentido) do que
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Figura 7.8 ~ Diferencial mostrando os "satélites”

ﬂm@qque, sempre, Q; + Q; = 20, (cte) e o, # 0.
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Capitulo
LEIS DE ATRITO

8.1 — Atrito de escorregamento

a notacao adotadas em 4.4.1 ("Vinculos sem

Seguiremos a terminologia e
m e com escorregamento’

e com atrito”) e também no item "Movimento se
do Capitulo 6.

A forca de atrito, T L, pode
um solido sobre outro, com o gqual ele esta em contato.
rovem 0 comportamento de'l toram formu-
les COULOMB (1736-1806). Elas continuam
acroscopica, dos fenomenos
nhuma camada lubrificante

impedir ou dificultar o escorregamento de

As leis experimentais que des
ladas, pela primeira vez, por Char
sendo usadas para a descrigao, em escala m
devidos ao chamado atrito seco (isto ¢, sem ne
entre os solidos em contato).

Uma experiéncia que nos informa acercad de propriedades da forca de

atrito, T, € descrita a seguir:
ano horizontal. Aplica-se

Um sélido é colocado, em repouso, sobre um ph
ira continua,

a0 s6lido uma forca horizontal, cujo modulo, I, varia de mane
(0 quanto possivel) a partir do valor zero.

| Verifica-se que o solido con- | |
tinua em equilibrio, até que a forga
aplicada atinja um valor F = 4.

- Evidentemente, enquanto per-
SiStiu 0 equilibrio foi T = F. Portan-
to T assumiu valores variaveis de 0
ate Fl'

~ Se F crescer acima de F,, 0 50- |
ido nao continua em equilibrio (e N
portanto, a partir desse valor, sera
T<F).

Universidade de Sao Paulo




Verifica-se também que .
- ﬁ]-da tra-nsig?o definida pelg . I
- Fy, Tse mantem praticamente mn.,;.r

lante (um pouco menor do queT u
 _ F,). Com o crescimento de

N !
¥

~ velocidade do solido, em relac, .
ey . - 1 : ’
plano, aumenta e, dai, T passa

crescer ligeiramente.

Antes de comentar certos zc.
pectos dessa experiéncia, passemos
a enunciar as leis experimentajc

Ly i R , -
:*'fj1ﬂp:‘.?¢!"§‘ cgntﬂtﬂ entre os S(}“d{)ﬁ, cl HH‘;'H de
ddulo, nao ultra SHERE ‘o valor uN, produto de uma constante,
[T] < pN
~ 0 coeliciente u ¢ chamado coeficiente de atrito estatico de escorregamento.

2° lei
Se hower-&sgom‘gﬂmmtﬂana contato entre os solidos, a forca de atrito
tem mesma diregdo e sentido oposto a velocidade de escorregamento. O

I;fdu’a deTé igual ao Pmdlltﬁ de uma constante, U4 pela torga normal

[T} = pgN

O coeficiente py 6 ch 1 o Ty
te pg e chamado coeficiente de atri RS e AT
gﬂmﬂnm‘ ' df.. atrito d”]{”??f{” cle escorit

3% lei

Os coeficientes ¢ : | |

e dus m?fd?;g:gee;mm dependem da natureza dos materiais em contatc

peratura, Umfdﬂlde-“;' Gue se encontram as superficies em contato (1€
| dade. “acabamento" das superficies, etc.).
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wﬁﬁciemes de atrito variam pouco com o comprimento da linha ou com
. 4rea da superficie de contato, para pressoes que nao sejam excessiva-
mente grandes.

| 0 exame do grafico resultante da experiéencia inicialmente descrita,
m@SH‘a que O valor maximo, F4, da forca T, ocorre um pouco antes do inicio
A8 :,.gstorregamemor durante o qual sera 'l < ;.

E interessante fazer a conexao entre este resultado experimental e o fun-
cjonamento dos freios antiblocantes das rodas de veiculos.

Antes de ser aplicado o freio uma roda rola sem escorregar sobre a pista,
oponto C de contato tendo velocidade nula:

Ve = Va— Ro =0,

l onde va € a velocidade do eixo, isto é, do veiculo, R o raio da roda e ® sud
velocidade angular.

' Durante a frenagem pode acontecer que esta roda comece a ficar travada,
isto &, sua velocidade angular decresca muito mais do que a das outras rodas.
A EXpressao Ve = Va — Rm, mostra que, nesse caso, ve tlorna-se positivo e a
roda comeca tambeém a escorregar, 1SLo ¢, a derrapar (nao parando totalmente
de girar, necessariamen Le).

Para corrigir esta situacao toram projetados os frelos antiblocantes, um

dos mais conhecidos sendo os frelos ABS.
m duas ou nas

Num sistema antiblocante de freios (o qual pode atuar €
um carro) existem sensores (uc detectam qualquer
ade angular de uma roda, em relacao a
1 roda considerada tenha sua
r (devido a

|  quatro rodas de
decréscimo significativo na velocid
ritacdo das outras. O sistema faz com que
irénagem aliviada; em consequéncia sua velocidade volta a cresce
lorca de atrito do piso) e ela para de derrapar.

A principal vantageinmn do sistema € s Femes_
proporcionar frenagem segura, evitan- --
do derrapagens.

Um aspecto interessante ¢ que, fi-
fando todas as rodas no limite do escor-
*€gamento, a forca de atrito do piso
[_?l‘na-se maxima em todas elas (atin-
. 8Indo valores proximos do valor F;
| ‘-Clt'adg]_ Com esta for¢a de atrito maxima
. @frenagem atinge maxima eficiencia.

. Deve-se notar que, 0 contato pneu/
Elsn tem carateristicas diferentes do
Onlato entre dois corpos rigidos. Veri-

pe




r' I R

fu 4 — Angulo de atrito

WEL I R

mplo, q ,g,‘fﬁ:l"@ﬂ maxima de atrito com o0 piso ocorre,

NE0 NO Instante que comeca o escorregamento, mas quando a
volvy = [V - Rw)/v, estiver entre 0,10 e 0,20.

Ndo ¢ garantido que a distincia percorrida pelo veiculo, até a parada
total, seja sempre menaor, se ele for equipado com freios antiblocantes, pois
atuagao do sistema pode ocasionar um tempo suplementar de frenagem. O
que sucede, apenas, € que a ﬁ*‘enagem torna-se mais seqgura.

mmﬂmﬁ mﬁblﬁﬁ&n’tﬁs foram inicialmente pl‘{}jelu(hm para (rens,
no inicio do século XX, passando a ser intensamente usados na frenagem de
trens de aterrissagem de avides a jato depois da Segunda Guerra Mundial
A partir dos anos 60 passaram a ser adaptados em autos de luxo. Com 08
Progressos dqs sistemas eletronicos de controle seu emprego pode sef
difundido a um prego um pouco mais acessivel

0 ﬁ:aﬁe , mcﬂmenwﬁ“ adicional & 18 lei de Coulomb, vamos chamar®
dngulo da reagio R com a normal i, Ter-se-d 1g 0 = T/N, Sendo T < 1\

-

sse dngulo, compativel com o equilibrit
portanto 6 = arctg p. Tal angulo ¢ chamat®

Resolucdo de problemas de Estatic
Para cada solido em equilibrio, deve i
a5 equactes universais m?t?éadﬁ‘vem S€r escritas, para as forgas externe
Para cad levey |
4 contato devem aplicadac as leis do atrito.

a na presenca de forcas de atrito:

8.1 — Atrito de escorregamento
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ii;.isxemp'lﬂ 8.1H

" O bloco homogéneo de peso F:e_largura 2a, indicado, esta em equilibrio
= um plano horizontal. O coeficiente de atrito no contato é p. Calcular a

‘horizontal maxima, F, que atua a distancia h do solo, compativel com o

14—-———“28———*
- -
F . F I | SN
4 7
| " a6
o Pl i
h | | h
a i , 1
S P— L) -
] JS
-y —-
N

Exemplo 8.1

B Solucao:
AS equacoes universals da Fstatica fornecem
T=F N=P
M< =0, ouPa=Fh+NX, ou
F = Pla - x)/h,

» > - ‘ : 3 VS g g .' - g -l 4-11-1;1 [}
Essa tltima equacao, para X = X, = 0, fornece um primeiro valor pz

maximo de F:

|
(F')may = FPa/b (1
A lei do atrito fornece:
T<uN ou F=£pP
decorrendo um segundo valor para o maximo de F
‘ (2)

(F")max = HF

Portanto F, ., sera

| i :
F..:. = min{Pa/h, uPJ.
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Leis de atrito
A, R c

B ixima, %, indicada, de maneira que a gavety g,
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Exemplo 8.2

W Solucao:

Na.mi'?én-c‘a'dﬁ.EScmTega-mEmO as forgas de atrito valem puN e sao, pv

Equagoes de equilibrio:

F=2L eMy=0, istoé, Na=Fx.
Destas duas equagoes decorre

”” []Fj
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' Exemplo 8.3 W

As barras AB e BC estao articuladas em A e B. Sendo P 0 peso de cada
. achar o coeficiente de atrito minimo, em C, compativel com o equilibrio

md, T
S o indicada.

na posi¢a

Exemplo 8.3

W Solucdo:
Considerando o conjunto das duas barras:

Ms=0, ou N4dasena=2Pacosa, OU

N = P/(2tg a) (1)
Considerando somente a barra BC:

Mg=0, ou, N 2asena+ Pacosa=12acosa, OuU

(2)

2N tg o + P = 21.

Decorre T = P mas T = uN.

Entdo, considerando a expressio de N dada por (1

Psuy——, Ou pzelga

21g a
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ie de atrito '
i Fet v*_-|ri|| ' =9
B X n |
L - LU o e P 8_5 .
- disco homogeénec indicado e p 0 coeliciente de dlritg Calcular a altura m que uma pessoa de peso 8P pode atingir na

] ‘fﬁi‘?b o momento M compative] com g,  escada de abrir representada.
ok - Cada uma das partes da.escada é*uma barra homogénea de peso P. O
coeficiente de atrito nos apoios A e B é u=0,5.
[, 8P

N, - . :
Exemplo 8.5

Exemplo 8.4 B Solucio:
Considerando a equacao de momentos pdard toda a escada, tem-se:

My =0, ou

W Solucao: Np8a cos 60° = P2a cos 60° + 8Pd + Pba cos 60°, ou
As equagoes de equilibrio sdo: d = (1/8P)(4Nga - 5Pa) (1)
I ~ Como o maximo de h exige o maximo de d, hy,g ocorrera quando Ng for
e = Ty A méximo.
Ni+Tp=P € Considerando, agora, somente a parte A4 direita da escada e tomando
M = (T + T,)r (3) momentos em relaciao a C: M¢ =0, ou

¥=1: IVEES & - “ £ af@ie
Ngda cos 60° = P2a cos 60” + [g4a sen bU",

::1) méustra que o Vﬂlﬂ?l‘ méxlmn de M ocorrerd quando Ty e T» forem maxim :
O & respectivamente iguais a uN, e uN,. ISto €

- . fry
II uln ¥ \ .1_- 4 B ES ' - : . T =i 30T Tri2-
O em 1) e (2), estes valores de T, e T,, decorre: A fim de justificar com mais clareza a solucdo do problema, vamos £ SCIe

Ni=PMl+p®) e N,=pup/1+ 2) ver
Multiplicando por u cada 1 To =€tNg OsEs
| W cada uma destas fore: et o enhetituindo €M kg €ey ' TR atamente 0S
(3). obtém-se 0 méximo valorde M. EERRES e subsHuInt 4dmitindo que Ty (e também Ta) tenham, NO equilibrio, exatamente O
M=rp e+ 1)1 + 12). *0tidos indicados na figura. Entao Va2

_ ~ ...
T — N = (P/2) + £V3 Ng, OU Ng = P/




B sblins B
1 eis .l; e atr é@'

_ -’u @mﬁﬁ‘:ﬂﬁﬁl‘la mix = P/(2 = 3).

[Jf‘u abtem-

/2 J#@B'”' gy = i Y3 = (3 — V3)a/2(2 - 3)

'_I-II
L m;“ga‘?ﬂ

I_'___-..: mte, a a]lUI’d ]1IT'I:UL-' d L‘icadd C[}[T]Q(_L”

eauilibrio das forcas horizontais). Escrey ‘endo
, .‘: F*E; -':' Jtil" h.“ ' BFNA_ E—NH\t

*[ﬁ,_,;; rio _d_asj’@rgas verticais, considerando tody 4
--ﬂwl‘u:f.:-a Nj = 6,27P (pois para a expressio de N
5:' L s
ih' ’ ) “ 7. p!f 5
In decorre e’ <e = 0,5, €, no “equilibrio-limite”: ¢’ < 0,5,
Eﬂ& ecull _ie Jljrnﬂte, da Forga de atrito em A nao alinge
'1?133?11 -4 escada nao comeca a escorregar em A.

|r Lrj u

Um trator de lamina equilibra um tronco cilindrico, homogéneo. de peso
P a0 longo de uma rampa inclinada de um angulo o com a horizontal,
conforme figura,

Supondo iguais a p (< 1), 0s coeficientes de atrito nos dois contatos, pede
S

al  Escrever as relagdes necessarias para o equilibrio do bloco.

b) Para que valores de ¢ o cilindro éstara na iminéncia de rolar para cimd
Sem escorregar sobre a rampa?

¢) Par .
cima, sobre a rampa:
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a que valores de a o cilindro estara na iminéncia de escorregar para

& S'QIU(;EG:
| N; =Psen o+ Tg (1)
a
Ng =Pcosa+ T (2)
M{_; =0= ’TL = Ti = [3]

Admitindo que 0s sentidos de Ty e de T}, representados na figura, estejam

corretos, tem-se:

0<T<uNL (4)
0<T<uNg (5)
b) Naiminéncia de rolar sobre a estrada (e, portanto, de escorregar na lami-
na):
Te = T <uNy
Ty =T = N, (57)

| \ 1 ] i ] '_) j ‘1 .l
Substituindo o valor T; = uN; em (1) € (2), oblem-Se

e g 1 _
Ni=Pseno/(1-p), e Ng=rPcoso+ (uP sen a)/(1-u)

Levando na (4) e simplificando vem
tg o<1 = o <45°.

¢) Na iminéncia de escorregar, para cima, na estrada (sem escorregar na

lamina): .
Te =T = uNg (4 )

Substituindo o valor Ty =uNi em (1) e (2), obtem-se

Nig =Pcos a/(1-p), e Ng=Pseno+(| P cos a)/(1 =)

Levando na (5) e simplificando

tgoz 1= az4d"

i ' ' . o2 nin de escorregar eim
(Para o = 45° o tronco cilindrico estaria na iminencid de escorreg

qualquer dos contatos ao sair do equilibrio.) A

e
_,_I-I-"._

———————————— =

——— e — P —

——
—

% Exemplo 8.7 @ [
r aplicada na alavanca do

Determinar o valor minimo da for¢a Q, a Ser : dado o coeficiente
freio, para equilibrar o momento M aplicado na polia. & ¢
de atrito u. Desprezar o peso da alavanca.




==

R ]
' 10|
1 ||I"|'I|'I| I.:' el
A R -
e

________

b I:If;i it .

= h _,||'| i)
1

- .‘ B

ks ““' 0, suc&sslvamatgte, d polia e a alavanca e escrevendo equacio de
momentos, em relacao, respectivamente, aos pontos A e O, vem:

- Mp=0=M=Tr i
Mo =0= Q2a=Na +Tr (2)
decorre

T<pN, e N> .M
T

minimo de Q ocorrerd com o minimo de N; portanto

:Qmin'. - 'E—EE(& + ur)

m—‘_ - B

W Exemplo 8.8 m

transmitido 3 pe;adﬂgsﬁu?ob?#“l dplicado ao anel externo, pode st
as esferas de raio p indicadas. €VId0 a0 atrito existente nos contatos co™

8.1 — Atrito de escorregamento
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Exemplo 8.8
B Solucao:

A equacao de momentos mostra que as forcas tangencials sao 1guais;
vamos designa-las por |
Projetando as forgas na dire¢cao normal a N’, obtem-se:

T+Tseno=Ncosa ou N=T(1+sen (.)/COS o

Devendo ser

—-I <u, decorre - oLt L (1)
N l =S U
A geometria do mecanismo fornece
" o4 s (2)
Sen (L - R_r

~ e da desigualdade (1) e substi-
Elevando ao quadrado os dois membros da de siqgualdade (1)

Windo o valor do seno dado por (2), oblem-5¢
ar

(1-p°)R

d <

1 L ;\l _.

Naturalmente devera sempre Ser
q < R~-2r

. nic ~dicado €
s canismo indicad
(para que a parte interna caiba na externa). O mel l__ o

p * de alguns VEICUIES:

éﬂ'lpregadg no acionamento da "roda-livre e ———
D el




ada na figura € usada para fazer gir

J i R _ _ i, . : Eitr
do, desde que a forca, aplicada no capg G ’

" da

1 aF
=
e S il
v -
o N [
R s

:-,:?-.'i:r'f.;:h'b"d'tj' [r-‘w. pesistente capaz de manter o typ,
 aqarra 0 tubo nos pontos A e C, diametralmente

) (_'*nwl
agarra “POsto
s pegas BB" e CL @feita pelo pino D. Determinar Valor

R | | g
sdente E:E',.-@iisa;rmz-.n.i- o tubo e as pecas da chave, para n3,

sento nos contatos Ae C'
T e

8.1 — Atrito de escorregamento 127

bF = M (1)

[solando o tubo verifica-se que, no equilibrio, as forcas de atrito e as
forcas normais sao iguais, nos pontos A e C. Da equagao de momentos, em
relacdo ao centro do tubo, vem:

2RT =M (2)

O momento, em relagao a D, do cabo CC’ e depois da peca BB’, fornece

as equacoes:

bF + aT = hN 3)
hN = (a + 2R)T (4)

Usando (1), (2) e (3), a equacao (4) fornece
T = hIN/(a + 2R).
Para que nao haja escorregamento deve-se ter:

T < uN,
decorrendo
g,
42 TR

B Exemplo 8.10 W

Uma placa em forma de coroa circular, de raios Ry e Ry, € pressionada
contra uma superficie plana, por meio de uma forca F, aplicada perpendi-
cularmente ao plano. Sendo i O Co efliciente de atrito e su pnndu que d pI‘CHHﬂU
decorrente da aplicacio de F se distribua uniformemente na placa, determinar
0 momento maximo, M, que pode ser equilibrado pelas forcas de atrito, sem
que haja escorregamento.

Exemplo 8.10




= I'l i W s
4 . q B | :
e A A6 Are D ] Ug l..lal d
:I':. I-E.\I"_I'r'l.l | |l ': ;.a_ E{‘ ll"-ﬂ'll':: f:_: __'r_-_p,‘ ) F-I:-- .erl_ ' é .
M A ]

-

' = P

soaat om goordenadas polares igual a rdrqg de

. T

v el e |“- ro— 4 B e lllI
g b ‘,' Ll o !_. B e BB ¥ &
LR [- rll.. L .II"'- = B o, =
= - " —y F

correspondente

s Y
O 11icih _—

Exemplo 8.10
8

| e o -~ dN=prdrdf = —————rdrd0
v l .TE(R‘E - R»])
. AM&MMﬁﬂmﬁma, correspondente ao contato nesse elemento de
 drea, é
Y ” ”I dT = udN = ‘,I:F 5o rdrdt
. . (RS - RY)
. momento, em relagdo ao eixo vertical de simetria, devido a essa forca ¢
, IR - o | F :
|I" dM = rdT = — 5 8 rdrd6
B ks =) TR - RY)
A W’r-ﬂ'@ﬂmmmmméxima procurado sera:
! . . IT I I "
' A . F 2 |
e v M1 f“'r*?dr do
EEE - e e (R3 - R})JR, 0
: " - -'_t:.'-!_f.f.hfli'h D e simplificanda.
' _{ I,'.' . -F. | lmplmﬂﬂﬂﬁﬁ.
- | 3 3
i . M = E,PF_G:,&" Ry)
'Ii |.-I 1 o _ = . S(Rg - R?) [
- - Mas oeorp -nﬁ_ﬁ“a pritica, o contato entre dois corpos nio ¢ 1:111“;*;:
Conceltos de atrite de m? drea de contato. Isso explica a introduca® v
l sequir atrito de damento e de atrito de pivotamento, como verent
i‘ : _-‘-"'——-———._...________ _.-—-—"'"'"'_F'-#f

8.2 — Atrito de rolamento 129

8.2 — Atrito de rolamento

Seja o 0 vetor de rotacao relativo, do sélido C4, que esta em movimento,

—a

relativamente ao solido C,. Vamos decompor o em duas componentes
oﬂbgﬂnais, sendo uma delas normal as superficies que limitam 0s dois solidos

W =w,N +wt (8.1)

Por outro lado, reduzindo o sistema (]_5,, P.), das forcas de contato, & um
ponto P da area de contato, obtém-se um sistema equiva_!_ente'co‘nstltwdo
pela resultante (R, P) e por um binario de momento Mp. Ja fizemos a
decomposicao da resultante:

R =Nn +T1
onde n tem o sentido ja mencionado.

normal
normal

—_— ——— S

Figura 8.5 — Reducdo das forcas de contato a um ponto P

O momento My pode, por sua vez, ser escrito:

M, = M n + M,

= Bl . ’ = - -.I 2 - 0 }

andewé o versor da normal as superficies em contato (com O S€ I"lll(i{i;j(i.l_}ld(il
e 1 s o "' e " ] "-
€m4.4.1), et € um versor situado no plano tangente a essas SuUpericies

e —
oy ———

Figura 8.6 — Momento de resisténcia ao rolamento
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Nun.

S A

e ente @n,0 momento M, nao ultrapass
. produto de 4. ja constante p, pela torca normal N

_ .I"'i ‘|1 .
y |:|,r _1I ] 1
e
ensoes de um comprimento), ¢ chamag,

11 1 .. N
: 1 e
r1.'“ - |"i],|:' f,'!'.i'“:ﬂ:-.- m;
1= :

> i
il
j'h..—

Cm

o Lt

TR
LI

nBe-te atendéncia da rotagao de um solido, em relacig
AL PII -_J 1 e _-:..L. 7y _~I * = | r .
e '

""""

8.3 — Atrito de pivotamento

oL F'lgurn 8.7 — Momento de resisténcia ao pivotamento
A experiéncia mostrou que

17 lei:
Se for @, =00 momento M ndo ul ot
- RO M, nao ultrapassa, em maé alor kN, produt
de uma constante k pelo valor da forcg ﬁor ;a?ﬁmndulu, o valor kN, [

IM,\| <€ kN

O coeficiente k (que 1
. | que lem Y 1 -4 . . = ‘ _I{"
coeficiente de ' 85 dimensoes de um comprimento), ¢ chama®

atrito de Pivotamento

(O mom
da rotd

quperficies €m contato.)
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ento Mn opoe-se a tendencia
cdo, de um solido, em relacao

o outro, em torno da normal, n, as
a_ L RAAAS 4

20 lei: Sl
“ep for @, # 0, Mn tem sinal con-
Itrﬁrio aquele de w. @, I?}fjf{tl[() de Mn
é‘-.igual ao produto do coeficiente k pela
forca normal N:

M,| = kN.

Figura 8.8

8.4 — Atrito em correias planas

Consideremos uma polia fixa, envolvida por uma correia plana, conforme

a figura.

Se nao houver ] _
equilibrio da correia ¢xige que as lensoes Se|
extremidades.

atrito de escorregamento, entre a polia e a correla, O
am iguais nas suas duas

' ' SEer malor, e 1 extremidade, as torcas
SETHJUVGFEHFHJIHIunhunquldtFﬂl malor, em uind

de atrito equilibrando a diferenga entre lensOes.

. .y I*' ol B # 1 % ) > * 111
Com efeito, consideremos um irecho de correld, correspondente a u

angulo central A9, |
Sabemos que, havendo forcas normais de |'L-5ullf|nFu N [{Hf%;m?i::?;:i:

gorreia contra a polia, podem aparecer, NEssSEs COrpos, 'I”m;?-l-L-”:'[I'“r--r;;'}

gque se opoem ao deslocamento relativo de ambos. O sentido dessa: gas

tal que elas se opoem ao movimento qut tende a se produz
| F |
| — e ———— e — e
ks g 1 | C A
\f) - 4
| 'f _J_ 5 H | L ?
A a"l |N ; .
hl ‘ ; i ! / T+AT
lll f
k! ‘ I.-" _I | |
-/ AB | A8
/ 7|3
Hﬁ‘. j.l.H / -
1 —-__-f"




‘compativel com 0 equilibrio da resultante dessgs |
i "':.Iq" o e Ll |

. "Fagy =N,
> (] i}:;;f‘-.hﬁr_ .‘-Lﬁaa?est:;armgamemo.
gomponentes da resultante das forcas que atuam,

. l‘ ..t‘-‘
P
10

- -

L et AB
- ﬂ*ll*"".i =(T$AT)COS? (8.2)
2T + AT)sen %?- =N (8.3

:f 1:%'51 dﬂ [8.,2Jem (83} e dividindo POr ? vem:

A6
Sen—
o 2 AT Ab
2T + AT) A T‘B COS 5
2 2

éﬁ tendendo a zero:

Passando ao limite para :

dl
T+0):1=2—:1
H Ao
Ou,
dl
[=—
. Ll a6
A equagao diferencial
dl
a0 = 4T (8.4
o

me ¢m qu)ﬂunr pa ; . |
ait i i Onto do arco de correj: L ) - anqulo que
chamaremos «. e a subentendendo um ang ,

Para obter a relacio entr
- i % : a;ﬁﬁ entm dS ten o 3 OTY wiremide {_{ g A0
mu,basta-mtegrar (8.4); ' S0ES em A e em B, extremidad
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i jalmente:
(o ﬁﬂ. TH = T.-'\ﬂuu (8.5)

Observe-se que Ig > 14; a tensdo maior ocorre no sentido para o qual 4
correia tende a escorregar sobre a polia fixa (naturalmente o angulo « deve

ser medido em radianos).

g Exemplo 8.11 &

Sendo p o coeficiente de atrito entre a correia e a polia, determinar a
forca Q a ser aplicada no bra¢o da alavanca do freio capaz de equilibrar o
mrque'M que atua no volante do sistema indicado.

R
JIII
f
xﬁ.‘h!‘. Q
AE o iB A
S, [ () T‘ __:'IP
VY. W
! 3 f ¥ :
Exemplo 8.11
B Solucdo:
Equacdo de momentos em relagao ao centro (O para o volante:

(Fo=T)R=M. (1)
Lei de atrito na correia:
- {1 )
Ta = Taet® =Tae™ (£)
Equacao de momentos em relagao ao ponto D para a barra:
Tp-(2R-a)-Taa-Qb=0.
Substituindo (2) em (1), obtém-se:

M 1

m———

; ply Ly AR
A x
R e -1
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e usando a expressao anterior., ”bli‘nmﬁ_ Resulta a equacao

y r . SEIN o COS
S " " " n t
i LI WBt"'a-)eu = 2] =
M COSsa 2-sena

que fornece

Bl sen a = 1/2, e portanto a = 7/6.
. e Resulta (/2) + 2a = 57/6, e, sendo F,;;, < F < F.s.,
!'rtuj‘?xfr fic m de atrito entre as pDIldS €4a Correjy 6y Penbn/b) . | - Peidn/6)
B’y amIT- 1 forga F capaz de equilibrar o peso p?

g Exemplo 8.13 W

A "chave de tubo”, representada na ligura, consiste numa alavanca AD ¢
| uma corrente, AB, que abraca o tubo que se deseja girar. Sendo p o coeficiente
de atrito entre o tubo e a corrente, achar a distancia minima, x = BD, a partir

e U,
Exemplo 8.12

M Solucao:

ormaximo de F ocorre quando o peso estiver na iminéncia de subi

T=Pe¥seival £ _ 1 w2+«

resultando: Finga = P elv2) + 2a]

O valor minimao -
de Fﬂccﬂ'e quando o PESO estiver na iminéncia de desce

P’:Tguuw]*tﬂ! T - F ejlﬂ."

resultando: | l
Fmin = p E-l(n/2) + 2a) I

Da figura obtém-ge

el ) BC 2% _ _ 2Rcos ¢
8.13
AR 4R ~2Rsen Exemplo

———— e — - ——
-




atrito

Y T
1 o i W

-ads -ﬁmamwa qualquer, F, para que a corrente POsSs;
5 sem que haja escorregamento.

s forgas externas a corrente tem-se

.Tar" Tr\iﬂw (1)
- sorrespondente ao contato entre o tyh,,
mmsg comporte como uma correia plang

mm];ihm da alavanca:

T,

——— e — — — ———

Exemplo 8.13 — Equilibrio dos dois solidos

Resultante das forcas na direcao normal a alavanca:

~Ty +To(N2/2)~F =0 (2]
Tomando momentos em relagdo a A:

T,(¥2 / 2)a - Fla + X) =
Substituindo, em (3), o valor de F dado por (2), decor

Usando (1) e simplificando Ty

iy G

a+x=(2/ 2)e™x
Da geometria da figura tem-ge:

a=R(y2-1)
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.-‘ a@mndo

ZRH‘)—H

E’-’}U”“ 2

Naturalmente a alavanca também nao deve escorregar no contato com o
(wbo; chamando N a forca normal nesse contato, tem-se, considerando a
rﬁultaﬂte das forcas na direcao da alavanca:

N-T,(v2/2)=0
Devera entao ser

"'.' 2 T AU
TL

Iy SN = py 1 —
onde |y € o coeficiente de atrito entre a alavanca e o tubo. Para que essa
condicao também seja satisfeita devera portanto ser:

_ o M
._f T !.l i 1'.' I..gl.‘ :
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|

or anlicada uma forga qualguer, F, para que a corrente pogg, -
* o tubo sem que haja escorregamento. - 2R(62 - 1)

J2e™ _2

Naturalmente d alavanca também nao deve escorregar no contato com o

o chamando N a forca normal nesse contato, tem-se, considerando a
. -

H. Tﬁante das forcas na direcao da alavanca:

ital .

e
5 I'
I-

]
"
p
L]
L ) E

ndo as forcas externas a corrente tem-se .

/4) = t/4 60 gv._ngu[_'a correspondente ao contato entre o typ,,
mitindo-se que esta se comporte como uma correia plang
gora o equilibrio da alavanca:

[
i
N

T
e

i' N-T,(y2/2)=0

Deverad entao ser

.r’_J. I'I2
| __ r~ V& o N& A~ o

onde 114 ¢ o coeficiente de atrito entre a alavanca e o tubo. Para que essa
con gao também seja satisfeita devera portanto ser:

. EPGry
._f < !..l | 'I.II:"'_}L' :

) .
Exemplo 8:’3 - Equﬂ?brk; c-ios d;fs_sc;;:;os |
Resultante das forgas na dire¢do normal a alavanca:
T+ T2 /2)-F=0 (2) ~
Tomando momentos em relagao a A:
T,(v2 / 2)a - Fla + x) = 0 (3!

Substituindo, em (3), o valor de F dado por (2), decorre:

ra - (12
Usando (1) e simplificando T;; .

H+K=1J§/2)e“"x |

Da geometria da figura tem-se:

a=R(y2-1)
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Capitulo

DINAMICA
DO PONTO
MATERIAL

9.1 — Leis fundamentais da Mecanica Classica

Os principios de Newton podem ser condensados nas duas leis seguintes:
1.7 lei:

Existem referenciais (chamados absolutos ou inerciais) e um relogio, privi-

legiados, em relagao aos quais um ponto material de massa m sujeito a

forcas de resultante F, move-se com aceleracao a tal que

ma=F (9.1)

Esta equacado ¢ chamada Equagao Fundamental da Dinamica.
Um referencial absoluto para o qual valerd a equacao (9.1), € aquele com
origem no baricentro do sistema solar (aproximadamente o centro do Sol) e

eixos dirigidos para trés estrelas, Como relogio adequado para medir o tempo
adota-se o relogio atomico.

= ——

Figura 9.1 — Referencial absoluto




_ Dindmica do ponto material

1A squ@ se podem deduzir dela tém sido compr

Ntantq

P . “ 1 1) % Utlra(]{i%

vacoes (ressalvados 0s casos, ja MeNncionadog d
ocidade da luz ou de distancias na escalg atom lgd){

o de Asio ¢ Reagio)
® mesmo principio ja admitido no Capitulo 4, em 4.2

nto relativo a referenciais nao inerciais

pifundamental (9.1), em geral devera ser modificada quand, Se
ovimento em relagdo a um referencial nao inercial. De 4y,
¢do do ponto movel em relagao ao referencial inercial ¥ ¢
em relagao a um referencial qualquer S. A férmuls de
aceleracoes

| a, em prin __;'_mg-aiﬁ-, _gu-e, 5¢ Si tiver E’l()vimﬂﬂlt) de translacao retilineo
.;:_:;_. ir""‘_l:‘:.]i::i(l'lﬁ acaoa ), dy =-5 Cdge = 2{1)“ A {f*r = 0, decorrendo, nesse CdS0
d=4a, e portanto, a equacdo (9.1) ainda continuara valida. Isto significa que
qualquer referencial em movimento de translacio retilinea e uniforme em
relagio ao referencial ¥ é também inercial.

Se S nao for inercial decorre:

=
£

ma, =F~-mad, - ma,

(S)

——

Figura 9.2 . Referencial nao inercial
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(s velores

b, =-ma,, Fe=-ma.=-2mo, AV,
5’59 chamados, respectivamente, forca de inércia de arrastamento e forca de
ﬁiéﬁfa de Coriolis.
A equagao (9.1), assume entao a forma geral

a qual representa a equacao fundamental da Dinamica quando exprime a
aceleragao a, do ponto movel em relagao a qualquer referencial S.

A comparacao das equacoes (9.1) e (9.3) mostra que tudo se passa como
se o referencial S fosse inercial e atuassem, no ponto material, alem da forca
real E. as duas forcas ficticias, F, e F.

M Exemplo 9.1 B

Um ponto material P, de massa m pode se mover, sem atrito, sobre uma

barra retilinea (movimento relativo). A barra, por sua vez, gira num plano

horizontal, em torno de um ponto fixo O, com velocidade angular constante
y(movimento de arrastamento). Supondo que nenhuma forca ativa atue em

1) Calcular, em funcao do tempo t, a distancia r = OP, supondo que, no ins-
tante t = 0 P se encontre com velocidade relativa nula a distancia ry de O.

2] Obter a equacao, em coordenadas polares, r = r(8), da lrajetoria de P no
plano horizontal.

3 Calcular a aceleracido de Coriolis e a reagao horizontal da barra sobre P.

—

Exemplo 9.1 — Exemplo de movimento em relagdo @ referencial nao inercial




¥ i =

| - - ¥
9 pindmica do ponto material
- = ~ ronceito de peso de um corpo. No ey
equir daremos 0 conceito ae pes | RIEING EXemp|g
8 ha reaimente, necessidade de considerar o peso do p,,
% ?‘I:l_;i__f-j;;_: simpl nente anulado por uma componente Verticy

| | ' _lbm P .
I
'l

i 0 versor, na diregao da barra e K o versor da vertical, orje,

que o vetor de rotagao da barra seja 0 =k, sejat <,
yorizontal, normal a barra. As parcelas da aceleracao si

Fl, a, = —@'rd, dc =20, AV, =20k A Il = 20T

0 (9.3) decorre:
T

| mit = BT + mo“ri - 2maort

I u}g-]':‘, e R=2mwor

L ™= = .

A equagio diferencial - o’r = 0 tem a solugdo geral

r=C,ch wt + C,sh wt

e, sendo r=ryparat=0:r,= Cy; além disso, sera
= C;sh wt + Coch ot

e, sendo r= 0, parat =0: 0 = Cy; decorre

r=1ch ot = (r, /2)(e"™ +e™™)

2) Serjndq constante a velocidade angular  da barra; 0 = ot, resultando d
trajetoria em coordenadas polares:

re=(r,/2)e" +e™")
3} A aceleracio de Coriolis serg

de = 20r,sh wl 7 = 2wr,sh Ot
€ @ reacio da barra sobre p

Obs.: Sempre que o movimento de a

exemplo anterior a forc: T Ly
- : Ca de nercia Y i e
ruj A C‘J"“le]unlt} mmfrd" dﬂ‘s dE‘ Al'l "-u"ld”](.n“l SErd ' g -

rastamento for uma rotacao, como m_i-

miore =
s forga de inércia, ¢ chamada forca centriizyd

T
S —

9.2 — Movimento relativo a referenciais nao inerciais 143

921 — Movimento em relacao a Terra

Um ponto material P de massa m, que se encontra nas vizinhancas da
‘IEI'I'H é sujeito a forca de atracao da Terra e a forca de atracao dos demais
ﬁéﬁpﬂ& do sistema solar. Estas forcas, proporcionais a massa m, serao
indicadas por ma € may. Indiquemos por f outras eventuais for¢as atuando

em P. Este ponto estara entao sujeito a forca

F=f+ma;+ma,

Como a Terra nao € um referencial inercial, para estudar o movimento
em relagao a ela devem-se introduzir as forcas ficticias de arrastamento e de

Coriolis.
A forca de arrastamento sera

=E -5 ) -
F,. =-ma, =-mag—morn

ol
onde 4 € a aceleracao de arrastamento de l_’ clL*x:'icEa apenas ao nmvimen}u
detranslacao da Terra (aceleragao do centro O da'lerra)emrnea aceleragam
de arrastamento de P proveniente da rotagcao da Terra em torno dﬁo Seu eixo;
designamos por ® a velocidade angular de rotacao da Terra, r a dlstan_ma de
P ao eixo de rotacao da Terra e n o versor da normal por P a este eixo de
rotacao.

Figura 9.3 — Aceleragao da Qraviaaae




9.2 — Movimento relativo a referenciais ndo inerciais 145

ode 158 m, na latitude de 51°, mostrou um desvio para o leste de cerca de
comprovando o valor previsto teoricamente.

poc

A influéncia da forca de Coriolis no movimento de um péndulo foi posta
em evidéncia numa Célel:}re -{*;'(uperiél1ci;§ :fcalix‘ada por Foucault (Paris, 1852).
A partir de ai, museus cientificos de varias cidades do mundo apresentam,
,péndulas de Foucault em suas mostras.

O efeito da forca de Coriolis e utilizado na construgao de bussolas giros-

coplcas.

@ Exemplo 9.2 W

Um pequeno corpo, P, ¢ lancado formando um angulo o com o plano

r
L

horizontal. Além de seu peso admitir P sujeito a uma forga de resisténcia
jgual a -mkv. Achar, em fungao do tempo, as Cf“’fl‘d[ﬁﬂ?ﬂdél&; (x, y) de P que
definem o seu movimento num plano vertical definido pela vertical do ponto
de lancamenlo ¢ pela velocidade inicial V.

-

N vy .

Figura 9.4 — Sentido de rotacdo de um furacdo’

=t X

A equacao (9.3) torna-se enlao:

i LT = = 2.2 pa o
ma, =+ mla, +4, -a5 -0 rn -2n A v,)

assintola

e - i # . y
A diferenca entre a; e ag € em geral desprezivel, porém deve ser levada
em conta para explica(;ﬁﬂ de certos movimentos como o das mares.

O vetor definido como

. - D
g - HI - mrn

¢ chamado aceleragdo da gravidade, Seu modulo, g, tem um valor médio
internacionalmente aceito, de 9,81 m/s®, Entretanto g varia na superficic d¢
IE.”‘.a devido a variacao de suas duas parcelas, sendo maximo nos polos ¢
MIimo no equador. A direcdo de g € a de um fio de prumo (vertical do i
garl. Aforca mg € chamada peso do ponto material P

Exemplo 9.2 — Forma da trajetoria

mtaAﬁ::;Ic}: e C?rlulls =i Qeml ¢ desprezivel, sendo proporcional a © - 1‘ Solucao:

v 4, que ¢ uma velocidade angular baixa. Entretanto seu efelto pott L - Dinamica fornece

ser observado em alguns fendmenos Atribui-se a essa forca o fato de 03 A Eqguacao Fundamental da Dinamica 101 |
furacoes, no hemisfério norte 1 ' AT e et | !
) hemisfério norte, terem um sentido de rotacao anti-horariv. ma = —~mkv — mg

. ;\ f?rca de Coriolis explica tambem o fato de os em €, portanto
ueda ivre, na superfici ; | ; | ando |
PErticie da Terra, se desviarem da vertical apresentanc %X+ kx=0, e y+Ky=-9

um peque SV .
pequeno desvio para o leste. Uma experiéncia realizada por Reich num — s | i SV
e et e A ])ri”]{_-iru equacao (i[it.‘l't‘l']L'lill tem Como €l \

l o = e
NASA Goddard Laboratory for Atmospheres, 999. 0, com as raizesr=-ker=0.

0s corpos abandonad

A0 carateristca r- kr =

=

in National Geographic, Vol. 195, N.° 3, March 1




£1!'151+ch e y= CEB Y+ Cy-gt/k
0. tem-se: x = y = 0, decorrendo

D=C1 +’Cz; 0=Cy+0C4

;;uﬂuaxef*‘ ), ¥=Cyl-ke™ ) -g/k
icial sendo

II w
o %= Vi COS0, Y = Vsena

S = (=vpcosa/k), Cy=-(vosena/k)-g/k*

K1-e¢®)  y=-g %{Hkvu sen o+ @)/ k° (1-e*)

Observemos que, parat = +m, X = VyCosa/K e y — —o; portanto a trajetoria
admite a assintota, paralela ao eixo Oy, de equacao x = vycosa/k.

- ey

W Exemplo 9.3 W

Um pequeno corpo P, de massa m, é lancado verticalmente para cima,
com velocidade inicial vy, Além de seu peso, P c-sm sujeito a Ii]IQLI de

resisténcia do ar, de sentido contrdario a velocidade v e modulo mKve, (K >0
cte.). Estudar o movimento de P,

TZ

l mkwv*

1
mg

|
I

Exemplo 9.3 — Moyi
¢ mento na verti
com resisténcia do o ertical
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- Solugao:
Chamando o eixo vertical Oz, orientado para cima a equacao fundamen-
tal fornece

ma = -mgk — mkv’k ou
v=-g-kv?, ou
dt =-[dv /(g + kv?)]

Denotando g/K = a°, obtém-se
dt = — (a*/g)ldv/(a® + v9)], (1)
e, integrando
{ = - (a/glarctglv/a) + C;.
Sendo v = vg para t =0, Cy = (a/glarctglvy/a), resultando
L = (a/g)|Arctglvy/a) — arctgliv/a)ll.
Para obter uma relacao envolvendo a distancia percorrida, multiplique-
mos por v, membro a membro, a expressao (1)
vdt = ~ (a®/g)lvdv/(a® + v9)],
dz = - (a*/2g)ld(v)/(a® + v)], e integrando

z = - (a“/2g)|In(a® + v°) = InCal.

Sendo z = 0 para v = vy, C, = a® + (vg)*, resultando
72 = (a%/2g)In{la® + (vp)*)/(a® + v©)) (2)

A altura maxima h atingida correspondera a v = 0:
h = (a*/2a)Inl1 + (v/a)"]. (3)

Essa altura é atingida num instante t, obtido de (2) fazendo, nessa expres-
S840, v = 0

L. = (a/glarctglvy/a).

A partir desse instante comecara o movimento de descida. Adotemos
dJora um eixo H\. com origem no ponto H, cor rupundcnlu a cota maxima ¢

orientado sequndo a vertical descendente. Ser a
dv/dt =g - Kv*
dt = dv/(g - Kv°) = (a%/q)dv/(a® - (4)
€ Integrando

t = (a/2g)Inj(a + v)/(a - V)| + L3

Sendo t = () parav =0, C3=0; resulta:
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t = (a/2d

[(a + v)/(a -Vl

»mbro a membro, a expressao (4)
NE LIS A RS
. i :

L o ey i
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{31 .'j .
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2g)d(v)(a? -V
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A cte.a que tem as dimensoes de uma velocidade é chamada ‘L-"L"f ocidade-
Hﬁﬂt&; vamus.. de agora em diante, indica-la por V. Verifica-se, imediatamente
que. guando v tende a V., a forga resistente tende ao peso de P

Para obter a velocidade vy com a qual P volta ao ponto de partida, basta
fazer, em (5), y = h, obtendo-se:
M)z =(gfl()(1 2 e-—(EghN )

A relagiio entre v, € vy serd obtida comparando dois valores de 1_1._&
primeiro, dado por (3) e, 0o segundo dado por (5), fazendo nesta (ltima
expressio v = vy, obtém-se:

0

a%/la® ~ (vy)®] = [a° + (vp)°)/a*
donde decorre Vi/Vg = V/[V? + [V[}F]“E |
9.3 — Teoremas gerais da Dinimica
9.3.1 — Quantidade de movimento

= Sendum 4 massa do ponto material P e V sua velocidade, o vetor
¢ chamado quantidade de movimento de P.

Derivando Q em relagiio a0 tempo, vem:

L) =

dQ dm. gy 94
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tang.

Figura 9.5
Na Mecanica Classica, a massa sendo suposta constante, decorre

10 dv :
Li(l = mM—-—=mMma
clt il

e, por aplicacao da equacao fundamental (9.1), obtem-se
Q=F (9.5)
isto é. a derivada da quantidade do movimento de P é igual a resultante das
forcas que agem neste ponto.
A equacao (9.5) também seria valida na Mecanica Relativistica; contudo,
nesse outro contexto, a derivada Q teria de ser dada pela equagao (9.4), nao
sendo apenas o produto mv.

9.3.2 — Trabalho e Poténcia

Consideremos uma forca que, num certo instante, t, esta aplicada num
ponto P: este ponto de aplicagdao podera mudar no curso do tempo, como
acontece, frequentemente, Com as reagcoes no contato entre dois corpos.

Vejamos, em primeiro lugar, o caso de ser a forca aplicada sempre no
mesmo ponto, P, de um corpo material,

Seja v a velocidade de P no instante L. Chama-se poténcia da for¢a (v, I')
No instante t, a quantidade , definida por

P=F - v

; - y n- . = - '!i
Chama-se trabalho elementar da forca, no instante t, a quantidade definiaa
pﬂr w
dW =F - vdt

' 1ni ' 1 ~abi Jementar:
O trabalho da forca sera definido como a intedi al do trabalho eleme!

W = ji vdt
o




-
L]

= .

Dinamicd
T =

ca do ponto material

i hsewm"ﬂsé &-SQ-IETHH [141; d f(‘)rqa dJuase I']Un(:a é
nteqral acima ¢ uma integral definida ording,;,
i “~-.;*._ obtido antes da resolugao de todo o problemg de

sbuindo para a solugao deste.
& mﬁ?iﬁ@_pmvimame conhecida da posicao ocupgg,

ia diz-se tqueafﬂl’ilﬂ @ "posicional”. Nesse caso o trabalhg

Seede uma posicaoinicial, P, a uma posicao geneérica, p, q;
a integral de linha

W -J F-dP-..
:

PP

i § il
IIIJ

- - -

. i a1 gt I

JOILIC ] <4
L

{epende do camin o percorrido.

y Potencial e Energia Potencial
SR que atua no ponto material for L. jue o trabalho elementar
AP seia 7 diferencial de uma fungao U(P), chamaremos a U(P) fungdo

g
A |Ii.l. I _."‘ ' .n' | II P
"

1 — IJ_-_--“_-."u -

al e diremos (por um motivo apresentado adiante), que a forga I é

el N
SO aL il

conservativa.

Nesse caso o trabalho realizado pela for¢a nao depende da trajetoria
percorrida pelo ponto material, mas apenas das posicoes, Py e P, inicial e
final da trajetoria. De fato, quando existe a fungao U(P), o trabalho, W, dado
pela integral de linha que comparece em (9.7), se escreve

- P
W = ﬂr F-dp -f dU(P) = U(P) - U(F,)
| Py
P
Vejamos dois exemplos importantes de forgas conservativas

For¢a-peso: _
Esmihi,d"’ um referencial fixo, Oi k, sendo o eixo Ok orientado de acore
com a vertical ascendente, tem-se

F=-mgk e dP=dxi+dyj+dzk
onde mg € o peso do ponto material.

Sendo F - dP = - m
elementar

finida
gdz, o trabalho se exprime por uma integral detin®

e -m.gJ:u'dz =-mglz -7,)
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Forca elastica:

Suponhamos o ponto material, P, ligado a uma mola “linear” a qual esta
presa a um ponto fixo O. A mola exerce, sobre P, a forca

F = -K(r - 0

onde K € a chamada constante elastica da mola, r € o modulo, e u o versor, do
vetor (P-O); ¢ € chamado comprimento natural da mola (€ o comprimento que a
mola teria se nao estivesse tracionada nem comprimida). F €, portanto, uma
forga proporcional a deformacao (r - f), da mola e na direcao do vetor (P - O).

'-i/P
©

!E/K{r— fu

Figura 9.6 — Ponto sujeito a forca elastica

Sendo P - O = ru, decorre dP = dru + rdu.
Como u tem modulo constante, sua diferencial, du é ortogonal a u; resulta
para o trabalho elementar
F-dP = -K(r - /)dr = =K(r = /)d(r - /),
pois / = cte.

O trabalho sera dado pela integral definida

W = —f Kir - Nd(r -7) = =(K /2)l{r - Py = (ry - £)°}

9.3.4 — Energia Cinética

1 sy oty w1 v B2 e .'i."'.}
Define-se como energia cinética de P o escalar E = mv7/e<.
_ F vem. escrevendo a aceleragao em

Da equacao fundamental ma
nte por t:

Componentes intrinsecas e multiplicando escalarme

mv =F-t




o .
y membro a Mert

(9.6)
(e 1, a0s quais correspondem as posiciec

E-E,= I F-dP (9.7)

n ;ejn‘éﬂm; de um ponto material, num intervalo de
s cﬂ,#}, realizado, no mesmo intervalo, pela resultante das

Energia potencial e trabalho de uma forga conservativa:
. 'Qu&ﬁﬂb uma forca for conservativa diz-se que a ela esta as;sm:mdg uma
energia potencial, V(P), definida como o oposto da sua funcao potencial
V(P) = - U(P)
Resulta que o trabalho realizado por esta forca sera dado por
W - U(P} - UlP{]} = V[P{]} - V“})

O teorema da Enﬂrg'ia, EXpPresso por [}?,?L S¢ @escreve, caso 0 ponto |
esteja sujeito apenas a forga conservativa .

E - Eq = V(Pg) - V(P),
ou, indicando V(P,) por Vi
l E+V= Eﬂ”"v[i (9.8
‘ A relagao acima exprime a chamada conservacao da energia mel ani a
| saber: Quando um ponto material estiver sujeito apenas a uma 107

conservativa, sua energia total, isto é, cinética, (E), mais potencial (V), 5¢

|
! A relagao (9.8) pode ser aplicada ao estudo do movimento de um ponto
|

‘ ¢ " N 2 : : 1d
material, sujeito a forcas ativas conservativas e vinculado, sem atrito, @ U7
curva ou superficie fixas.

De fato, nesse caso o
da resultante das ativas,

K e . LI i "‘-"IILI
ONto estarg S'UJEHU_@ uma forca total prove nie!

", Mals a resultante R, das forcas vinculares.
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O trabalho elementar sera, entao (F + R) - dP = F - dP, pois, na auséncia

de atrito, R sera, sempre, na direcao da normal a superficie ou estara no
lano normal a curva, a qual P estiver vinculado; em qualquer desses casos
| _.s'eré ortogonal a dP, resultando

I‘.r
W = j F.dP=V, -V
Py
e, portanto, continuando valida a relagao (9.8).
op

Observemos que, nos €casos acima considerados, o trabalho soO depende
do acréscimo, ou da variacao, da fun¢ao U ou da fungao V. Entao, na definicao

destas funcoes, pode-se acrescentar ou subtrair qualquer constante: 1sto nao

ira alterar o valor do trabalho W. Portanto, desconsiderando eventuais termos
constantes podemos escrever as energlas potenciais associadas a forga-peso
ﬁu a uma forca elastica, respectivamente cOmo:

V = Mgz, € Vielast = (K/2)(r - £)°.

Peso

Aplicacao: Pendulo simples | | ror el
E um ponto pesado, P, que se move, sem atrito, numa circunferéncia

"ﬁxa, situada num plano v ertical.
Adotemos o eixo vertical, Oz, dirigido para cima e com origem no centro
() da circunferencia

- i ] & _" § . i -.- h ol i 3 ¥ ' | 1 "‘I- ';. }‘. ‘ 1L.
Seja f o raio da circunierencia. A aplicacao do teorema cda energia fornec

2 \
n '\”*
‘.
o—
b k 0 E__j—‘ }_}
| T R
{ ‘_ t) >
. "
07 I] .
l 1
I ¥ — - I . '
| (o) EE: Bt mgk
e T
e — I - . |
|

R
—
1

Figura 9.7 — péndulo simples




-fél'.fli': dar medo:p@nw material
 (@/2my?*+mgz=mgh, ou
I' vi=2g(h-7) 55
'E:.-i-_;; a tem a diregdo do versor normal n a circun feréncia, o
e M-iﬁﬁd'ﬂ pela equagao fun damental
| Im;[vf +(mv21£]ﬁ]- -mgk + Rn
sor da vertical ascendente.
{0 escalar enteparﬁ, a equacao anterior, obtém-se

ﬂiwz [l = -'-m"g_l:.- n+ R
' ,a='_-iﬂ£;¢:,e;_1Euandﬂ-em conta (9.9), obtém-se

. R = (mg / /)(2h - 32) (9.10)

20 muda de sentido na cota z = 2h/3. Se o ponto P ultrapassar
y movimento circular s6 continuara a existir se o vinculo for bila-
(o &, se a reacao puder se exercer, na direcao da normal, indiferente-

'I"l-'l-_"."" =y i

1

mente nos dois sentidos. Se o vinculo for unilateral o ponto mével abandona
vé'ﬁn eréncia no momento em que a reagao se anula e passa a se comportar
como um ponto livre.

As formas particulares do movimento estao condicionadas ao valor deh
{que € proporcional & energia total). Como o movimento circular so ¢ possi-
vel para - ¢ = 2 = £, tudo dependera da localizagdo do valor de h em relagao
| aos extremos do intervalo anterior.

O movimento pendular, propriamente dito, se apresenta para —/ <h <
Chamemos a 0 valor positivo de 6 correspondente a cota maxima h; ter-se-d
| h= - CDS o1,

A expressao (9.9) fornece

v =ds/dt = +,2g(h - 2)

para ir da posicio 8 até a posicao 0 serd

bl J_Tf_ [ do-
g% 32(005 b -cos a)

O periodo T, isto ¢, o tempo de um ciclo com pleto sera

Tw=d J.?_. f“ db
g0 3'2&:05 0 - cos «)

155

para pequenas oscilacoes, isto €, para valores de a suficientemente

pequen[}s, tem-se

2({:05 0 — COS () = 4[SE‘ﬂ ((I ‘ 3 91/2] ST [(ﬁ. - 9]!2] = (12 — 82;

obtendo-se a formula conhecida
=
£
\ g
Evidencia-se o fato, ja observado por Galileu, que, para pequenas
oscilacoes, 0 periodo pode ser considerado independente da amplitude o.
Para oscilacoes maiores if;_l(t: ja nao acontece. A integral qge E(lﬂ][iii{fﬁit;ﬂ
em (9.16) € uma integral eliptica; para valores até a ordem de o, 0 desen-

1T=2Zn

[

volvimento em série fornece

3= En\llil'l +(1/4)sen® (o /2)+...]
g

< h. avelocidade de P nunca se anula, de modo que a
ntido. O movimento, embora

Finalmente, para /
circunferéncia € percorrida sempre no mesmao s |
continue a ser periodico, deixa de ser pendular na acepgao usual.
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Capitulo 1 O

DINAMICA
DOS SISTEMAS

10.1 — Teorema do Movimento do Baricentro

Seja S um sistema de pontos P;, em movimento em relacao a um referencial
inercial. Seja F, a resultante das forgas que atuam em P. e que sao externas
ao sistema S. Seja f; a resultante das forgas internas a S, que atuam em P. A

equacao do mm-lmunln de P; se escreve

m;a; =k +1;

onde m; ¢ a massa de P, e a sua aceleragao. Escrevendo a equacao anterior
para todos os pontos P, e somando membro a membro:

Y ma, =Y F+)f (10.1)
| | I

Pelo Principio de Acao e Reagao as for¢as internas constituem um sistema
equivalente a zero (de resultante € momento nulos), sendo, assim, 2f; = 0.
Por outro lado, da definicao de baricentro

EHIH-’_ -G) =0 -,Em‘wl x'-f,l-—(j—-?2111jliii-—;jhl'—['.}

Chamando m a massa total do sistema:

lm;;i_ —2'1‘-111, = Md;
. |

Resulta, por substituicado em (10.1), a equagao:

. A ( A
mag =F (10.2]

onde F é a resultante das forcas externas que atuarm em S

: no sS¢
Portanto o baricentro G de qualquer gistema material move-se ol :m
fosse um ponto material, de massa igual 8 massa total. m, do sistema, sujeltes



10— Dindmica dos sistemas

L — sistema (Teorema do Moviment do

N |
Susando o escorregamento deste sobre 0 plano horizontg)

scidade do prisma em fungdo da velocidade relativa, v, do pont

I"

locamento, d, do prisma, quando o ponto atingir o plano.

Exemplo 10.1

Solucao:

AS forgas externas que atuam no sistema constituido pelo prisma ¢ ©
ponto sao apenas verticais; entdo o baricentro G, do sistema tem aceleragio
de componente horizontal nula.

Conclui-se que este baricentro tem velocidade de componente horizon-
tal. constante, igual a que ele possui no instante inicial. isto ¢, zero.

Entdo a abscissa xg;, desse baricentro é constante, isto e:

Xe, = M(X + b} + m(X + x) _Mb +m0

M+ m M + m

chamando b a distincia do baricentro do prisma a are
Decorre

sta vertical deste.

x-h;m E‘ d--- mf
Ll M+ m

que € 2 resposta a pergunta a).
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pDerivando, membro a membro, em relacao ao tempo, a primeira das

relagoes acima

mx = mvcos o
M+ m M+m

X =

g Exemplo 10.2 W

Exemplo 10.2

de massa m nao coincide com O l};i]*as_}‘:';lx't:
i. @: angulo de rotagdo do
sprezando o atrito na

O baricentro, G,, de um rotor |
(G4 do estator de massa M. Sao dados: (541G =
rotor; m: velocidade angular, constante, do rotor. De
base de apoio, determinar: J

cntar B relacio a sua base
1) A velocidade de deslocamento do estator em relacao a

2) O deslocamento do estator.



Y L tebaMmaC
irn dos sisLer s

3 II
1 . Mhincur
. _ ::__;__.i. If_._li..-.:’ I
] F; ]
- L3 I

. e . I I
e 'i_' - o= f_— ;:.,1 r--'_E:: Qe m -
verlice | na bas

L "i"“" - ] 'I _ ”. . .
e horizontal da forga exercida, pelo rotor, sobre o ¢
43 ,-' 'I::l ;.‘_: ; li,_.;i '.r_".l:."‘ . i = i

Slatop

cte. =0 .:-52@1?'7.:. que o sistema parta do repouso). Entig
.I_I

- MX+ (X + £ sen ) = M0+ m/
—— 4 0 ~. S
| '---'f=':7:Ef?_?E‘-E:.- wsdﬁéistator em relacao a um referencigl fixo

-m/(1-sen wt)
M+ m

| =y [ S e
a pergunte
™ of ..A_ _HJ'I_-_ julli

selocidade de translagao do estator:

. . mfw
. X = = ———C0S wt
. M+ m

A reagao vertical na base de apoio sera:
V= (M+m)g+my
Ora,

YH' ![1 = COS UJU; - y = ("tuz COS wl,
resultando

V=(M+m)g + mfw® cos
A forga horizontal pedida serg

Sendo H = MX
. o
X-Ihr;] 2 ~Sen mt;
decorre St

¥ e fwz
HeMm-_ 2 sen wl
M+m
f+m R
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10.2 — Teorema da Energia

Sabemos que o teorema da energia, aplicado ao movimento do ponto
material P;, do sistema S, se escreve

{mj;é )[v? - vf} ) =W

+ wi,im

1, eXt

As parcelas do segundo membro representam oS trabalhos das forcas
externas e internas, respectivamente, que atuam €em P;. Escrevendo esta
equacgao para todos 0s pontos P, e somando, membro a membro, obtem-se:

E-E; = Wa + Wint (10.3)

isto €, a variacao da energia cinetica de um sistema é igual ao trabalho de
todas as forcas (externas e internas), que atuam sobre elé ( Teorema da Energia).

10.2.1 — Observacoes

1) Trabalho de forcas internas:
O trabalho, ... das forcas internas a um sistema, soO e nulo em casos

particulares. |
De fato. consideremos o trabalho elementar, correspondente ao par de

forcas internas, diretamente opostas (', Py e | f,, P;), devidas a acao de P
sobre P, e de P, sobre P;:
AW, = f, -dP, +(-f;)-dP; = f;; - (dP; ~dP})
Ora
P - P =, —= dP; - dP, = druy + ryduy
Entao
dW,; = ~f ~dry; = f; - rduy

No caso particular de S ser um sistema rigido,

r; = cte, = dr; =0 — dW, = ~fj; - iduy

Como uj € unitario, tem modulo cte. e duy 1L Uy decorrendo

f-'“ri_d Uy =0

Entdo. no caso de S ser rigido, dW;; = 0; 0 , "
R T -f
trabalho elementar de todas as forcas internas |
sendo identicamente nulo, 0 mesmo acontece i

com o trabalho total das forcas internas. Entao, -~ ¢
no caso de S ser um solido, o Teorema da Energia  p

tem expressao mais simples: T - ~
: Figura 10.1 — Par de

E-Ey = W (10.4) forcas internas
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I
1

Jio trabalho é nulo: e _

L Gictema S formado por dois solidos em movimentg, |, a

38) do trabalhio das for¢as externas ao sistema, pode.gg

g ,9 mamndasrmmas externas a cada um dos dois Solidos

R P, (-R, P,) as reagoes de contalo, aplicadas respectivameny,.

5P, do salido 1 e P do solido I (aqui subentende-se contato apeng,
anto P. que se supoe ser a posicao comum de Py e de Py),

salho elementar das forcas de contato sera: R - (dP4 - dP,).
. ! ."“!t"n.."."'

valho ¢ identicamente nulo NOS casos:

trito: Porque R é normal a (dP; - dP»), que tem a direcao d;

va: (Vq - Va).

) sem e :CO regamento: 110 @, caso de um solido rolar sobre o outro.

» Caso a ve ocidade relativa dos pontos que estao em contato ¢
nula: v, = v, ou dPy = dP, = (dP{ - dP,) = 0.

3) Trabalho r lizado pelas forcas-peso de um sistema material:

. ] -

e TR Ta ) :
- dW = 'y (-mgk)dP, = -E mygk -(dx; i + dy, ] + dzK) = -gzn"li(l:»:-i = -mgdz,
' |

onde m € a massa total do sistema e zg; a cota do seu baricentro.
O trabalho do sistema das forcas-peso serda:

e,
W -f (-mg]dzh - *-ITIQ(?.(' = x‘.} l
%) . (

Portanto o trabalho é igual ao trabalho do peso total, suposto aplicado
no baricentro do sistema.

‘2
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@ Exemplo 10.3 B

Retomando o €x.10.1, suponhamos que também nao haja atrito entre o
ponto material e o plano inclinado. Calcular a aceleracao do bloco.

f

e ——— rome— — —_— — —— — _ - — = .

Exemplo 10.1

_ Solucao:

Aplicando o teorema da energia ao conjunto dos dois corpos, tem-se
que a variacao da energia cinetica ¢ igual ao trabalho do peso do ponto P.

- | | Eonpe . \Y o 1l ,..» D P9, M ..,
Ora, E=E, +E, = —(Su+ Xi)" + = XS = = (S + X™ + 28X COS ) + = X*
| X g m .
Sendo $ = ;0 X e e X
COS o M+ m

I'H.’.\l? “
decorre = ———————(M+ m sen® a)
2(M + m)cos” «

Igualando ao trabalho realizado pelo peso do ponto material:

E = mgxtg a

2 [(2(IM + m)g sen acos

Decorrendo X~ = X

M+ m sen- a

Derivando, membro a membro, em relacao ao tempo, obtem-se

. (M + m)g sen acos «
X = — — -

M+ msen”® a

Finalmente, sendo




g sen o.cosu
M +5en‘o
=

X =-

rema (de Konig) sobre o calculo da energia cinética de um

1a material

» sistema material cuja energia se deseja calcular. Considera-se
Auxiliar, com origem no baricentro G, de S e cujos eixos tém
relacao ao referencial inercial. Sendo Py =G + 1, a velocidade
enérico P, de S, pode-se escrever:

ﬁj_ - ig_.'l‘ i:i

de V. é a velocidade de G e?; ¢ a velocidade de P; em relacao ao sistema
‘.---..‘-_' x .-L'--'-' il ot

liar mencionado. A energia cinética do sistema S, sera:

auxina _
R -h
F =

1« . - 1 * o
Ezlnivj Wy =§;m|vf; +Zl’|niy(_.i ‘1 +Tzzlni I P, lr_’:
mv . 1 5 D
. Q/:2'*“[5]2”"“’1\

/]

PoOIS vV, -Zmif‘, = V. -Eml(ﬁi -Vl =0, sendo 2’“5“’1 -(G)=0.
| i '|

(10).5)

Figura 10.3 — Movimento de um sistema em relacdo
a um referencial baricéntrico
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Ll N = ~ . ’ : T :
A expressao (10.5) mostra que a energia cinética de um sistema material
5, qualquer, € a soma da energia cinética obtida considerando toda massa m,

| ‘;'s‘fstem&v concmrr‘a_da no seu baricentro, G, mais a energia cinética de S em
aca0 a um referencial com origem em G e eixos de diregoes fixas, em relacao
sreferencial inercial (Teorema de Konig).

10.3 — Teorema do Momento Angular

~ Seja m; a massa de um ponto genérico P;, pertencente a um sistema ma-
terial, S, e v, sua velocidade num certo instante. Define-se como momento
angular de S, em relacao a um ponto O, o vetor:

| H, = Z(P, - 0) A MV, (10.6)

Calculemos a derivada H, de H, em relacao ao tempo. A velocidade do
ponto O sera indicada por v', (e nao v,), para lembrar que o ponto O é
gualquer, nao periencendo, necessariamente, ao sistema S.

I:[n B Elf’;, -V ) A MV, +E{l’, - Q) A m.4, =Z{P,- -0O)Aama, -v,

X _ : i
ﬁz m,V, --.2{]1 O) A ma; + mvg AV

| |
Sendom,a; =F, + I, aforcatotal que atua em P, e sendo ZH'{ - Q) A I-'F = (),
|

IPois o sistema das forcas internas a S que atuam em todos os pontos P; ¢
equivalente a zero), decorre:

H, = MI" + mvg AV, (10.7)

onde Mg™ representa o momento, em relacao ao ponto O, do sistema das
forcas externas a S.

A expressao (10.6) exprime o Teorema do Momento Angular, para um
Sistema material qualquer.

Casos particulares importantes:
a) O=gG;

b) v'_=0.

| ' _ . e s wendo de
o NEStes dols casos a exXpressdo do teorema € mals hl["ﬁplt g, decorrenai
-'m"ﬂ.ﬁ):

H. = M

()

(10.8)




L
- 3 [ = ; 1-II
= | g’
, |
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guponhamos, agora, que o bloco esta na iminencia de tombar, girandao
em torno do ponto A. Isto significa que a reacao normal, N, se aplica em

L en ma. altura h e largura b repousa « ak : : _ s %
1 bloco _1 de Pem mgif'alzulzorizonta%neme c::?rnu%l Sobre 4 " A (A forc¢a de atrito podera, ou nao, ter atingido seu valor maximo).
slana de um carro que s€¢ mov ‘ : dceleragyg . Calculando o momento angular do bloco, em relagao a A:
snetante. & O coeficiente de atrito entre 0 bloco e o carro e p. Determingy 1 . |
BEE, 8§, A2 COCTICICTIE =8 | .- ] b-s h- 2 mhv -
Or Maximo de a para que: ' Hy=(G-A)amv = m( —2—J + > I\'J AV]=— 1
Nao haja escorregamento do bloco. |
ao h J' 1ento do bloco. - mha -
Derivando: =% |
O momento das forcas externas ao bloco, em relacao a A, e:
' - maqb -
My ==—1
. T2
Igualando resulta a 27 resposta:
| d = C“J:fh
L
M Exemplo 10.5 B
No sistema indicado os fios e as polias tém peso desprezivel. Os f10s sao
: perfeitamente flexivels ¢ as polias podem girar sem atrito nos respectivos
eixos. Calcular as aceleracoes Xe X,
— - I-
G ]
N l
| v |
mg
el '
Exemplo 10.4 |
Solugao: |
1} Suponhamos que 0 bloco esteja na iminéncia de escorregar. Isto sig nifica ¥ l
que a torga de atrito tem seu valor maximo. que ¢é

1T = nuN.

Por outro lado, tem-se ainda: N = mgeT=

Se ma. Substituindo acima, obtent’

a=ug
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16 8 polia de centro O e aplicando o Teorema do Momento Ang,,_
a0 a esse ponto, tem-se

H, = l O) A (M +m)Xi = “Rj A (M + m)Xi = R(M + m) Xk
e Hy= M, isto ¢

~ R(M + m)XK =[(M + m)g - TIRK

tensao do fio que passa pela polia de centro O. Entao

, (M+m)X =(M+m)g-T )
solando a polia de centro A e aplicando a ela o Teorema do Moviment
M(=X +X)+m(-X-X)=(M+m)g-T (2)

“inalmente, ; plicando, a essa mesma polia, o Teorema do Momento An-
| |

qular, em relacao ao ponto A:

4,8 L H, =(C=A)AME=X)i+(D=A) A mi-% - X)i
I-LJA = —rj AM(X - X)i + l] A m(=X - X)i
M, = (M - m)grk
decorrendo

(M =m)X = (M +m)X = (m - Mg (3)
De (1), (2) € (3) vem

o

2

M-m]"
M+ m

. 2lM-m)g
g e ¥=—
M+ m

169

Ei;api'tulo 1 1 :

, MOMENTOS
[ E PRODUTOS
DE INERCIA

11.1 — Momento de inércia

Considera-se um sistema S de pontos materiais P;, de massas m;. Chama-
s8¢ momento de inercia de 5, em relagao a uma reta r, ao escalar

Ji Z”\“{

soma dos produtos das massas m; pelos quadrados das distancias, d,, dos
pontos P a reta r

EJ.* X
P, 3 \

1.
, 3 /d, \

d . x

Figura 11.1

' ' T Tar S oem 1reid a0 a reta r, aa
Chama-se raio de inércia ou raio de giracao de S. em refac

€Scalar ir, nao negativo, tal que

\

J, = MiZ, |l M=Y m |




11.3 — Momento de inércia de barra e de retdngulo
| u

$0 de um sistema continuo a somatéria deve ser substituida por
[ gonveniente. Assim o momento de inércia de uma barra retg,
de massa m ¢ comprimento £, em relacao a reta r, normal 3
40 por sua extremidade, serda dado pela integral

:
J = Ixadm =I X Adx
0
onde A ¢ a densidade linear da barra. Portanto o momento de inércia serd
J. = (A/3)7, isto é
J. = (m/3)¢* (11.1)
O raio de inércia correspondente serd i, = (/V3.
De maneira andaloga o momento de inércia de uma placa retangular.

homogeénea, de massa m, base b e altura h, em relacio a base do retangulo
sera dado pela integral

Jy =”y3dm =”y3udxdy = u_llly'?dyffdx = pif by“dy, ou
0 it 0

Jy, = p(bh'/3) | (11.2)

onde p € a densidade superficial da placa. Sendo a massa m = ubh, obtém-se
# expressio

Jy, = (m/3)h* (11.3)

A formula (11.2) (com a densidade p = 1), é encontrada nas tabelas de
momentos de inercia em livros de Resisténcia dos Materiais. enquanto (11.3)
¢ encontrada nos livros de Mecdnica. O motivo é que a Resisténcia lida,
gera!mente. com momento de inercia de figuras, cuja densidade pode ser
Fﬂpﬁlhd(ﬂ‘ﬂdﬂ unitaria; ao contra rio, para a Mecanica interessa o momento de
inercia de corpos materiais, cuja massa é relevante. L |

.emplO‘] 1.1 H

L=

- géne
- qaerit
N - i

a3, em relacao a base do triangulo é dada por Jy. = (Mm/6)h°.
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pemonstrar que o0 momento de inércia de uma placa triangular homo-

Exemplo 11.1

~ Solucao:
Escrevendo x- - x4 = 5, tem-se
f/b=(h-y)/h, ou B=(h-ylb/h,
e portanto

Ipase =J-f\ “dm ff\ ndxdy = uﬁ:' 5"""0}-"[:'{1}; = !IJ:': y-Bdy

-l f' v2(b/ h)(h - y)dy = pbh?® /12

Ora: m = ubh/2 = u = 2m/bh, decorrendo

i = (1/6)mh=.

11.1.1 — Sistemas planos

elacao ao referencial ortogonal
Sendo (x;, v, z,) as coordenadas de P em relacao ao referencl 1 ortog

OXyz, 0s momentos de inércia de S em relagao aos €1xXos coorden

b2

Figura 11.3 3istema no plano Oxy

ados serao




Momentos e produtos de inércia

y |' *”1“& + z.l ' z ALl [zi ¥ xi
)

J, = Emi(xf +y7)

fm nrre dﬂ

) ento de inércia da placa retangular de massa m, indica,

V2

Exemplo 11.2

- Resposta:
J = (m/3)(h* + b¥).

—— —

11.1.2 — Translacao de eixos para momentos de inércia

2

Figura 11.4 — Translacdo de eixos

swlar de todos os pontos de S pertencerem ao plang Oxy

m;nnal ao plane da placa, passando POr um vertic Ll
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Figura 11.5

Vejamos como variam 0s momentos de inércia quando ¢ feita uma
translacao de eixos, consider: ando como nova origem o baricentro G de 5.
Chamando (a, b, ¢) as coordenadas de G e Xj, ¥ % as coor denadas de P,
no sistema que tem origem em G e €IxXos paralelos, com as mesmas
orientacoes que Ox, Oy e Oz, pode-se escrever:
..;l - \[r'*' .I"l:i.n L] })'*.l ;V'.; +S;I

Por outro lado, sendo G o baricentro de S tem-se, de acordo com a

expressiao (3.1) do item 3.1: |
ym; (P - G) =0,

=0, e, tambem Zmiy, =-Emtt’-, = ()

d2
|

decorrendo

W |
2 l'ﬂ:{}xl - X¢: ) :>4 [T X,

‘2 |




P : e produtos de inércia

[
i I
-

- Vd
I = m(b® +c*)+Jg, ou J, =Jg+mdy;

| eixos paralelos Ox e GX,

iimo em relacao aquela reta que passa por G.

ro _,_; omento de inérciade um triangulo homogeéneo, de massa m
Acao a reta paralela a base, passando pelo seu baricentro

p[’[‘egr{ema de Steiner) mostra, tambem que J, > J. istq &
i mnjuma de retas paralelas, no espaco, o momente de

a
1
I

.3, los11.4e 11.5 W

. Emmhro momento de inércia J,, para as placas homogéneas indica-

das situadas no plano Oxy:

by by

Exemplos 11.4e 11.5

Resposta:
J,=mib*+ h*)/3 e J,=m(3b?+ hd)/6.
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" (Calcular J, para a placa homogénea, em forma de setor circular, indicada.

dr XS | .

Exemplo 11.6
. Solucao:
Como o "elemento de darea”, em coordenadas polares, se escreve dm = ur

drdg, decorre

ﬂ‘h dm ff\. nt{hrlq -uff ‘-:L'ﬂ qdld{;
R*

nfm N l[fli;fl ‘dr = J'H{:n g

L)

Sendo sen“g = (1/2)(1 - cos “(p), decorre

H sen 2a
H COS2Q) = | Gl e
& '8 2

Ora, m = u(R%w/2); substituindo na expressao de J., u = (2m/R°a), obtem-
5e

mR* ;-1 SEeN 2601
4 201

e ———— e —— —

nR“/4. 1ss¢ rera, em par
Sempre que for sen 2a = 0, leremos J. = mR~/4. Iss0 mtusnr |, € |
a4 em forma quadrante

ticular, para 2a = x, 27, e 4x, isto €, para placa homogeéne je | 1
y o
de circulo, semicirculo e circulo (naturalmente OS momentos ¢t Huuu,
dad 1S
LOrrespondentes serao diferentes porque d massa m nao € a mesii

Casos).




7 R T
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Momentos e produtos de inércia

e -ProdUtOS de inércia
B mam-se produtos de inércia do sistema material S, em relacdo aos
e de eixos Ox0y, OyOz, OzOx, do sistema ortogonal Oxyz, 0s escalares:

| J.\t}’ = JY’; 3 Em|xlyl’ ‘]*.".f. =Jpy = zrniyi?*i' Jox = Jz = Em,?ﬂ)i-,
|

1% e
i
1 )

11.2.1 — Simetria em produtos de inércia

L
| o(m,)

'— Momento de inércia de quadrante, semicirculo e circulo

, NEStes (rés casos, Jy = J,, decorrendo sempre J, = J, + ] =
a do "momento polar de inércia”).

Determinar o momento de inércia J, para a placa semicircular, homoge-
fe massa m, situada no plano Oxy, indicada.

Figura 11.8 Propriedades de simetria

plano OXxy, teremaos :

al Se S tiver simetria material, em relacao ao

., = }:mﬁ;y, =0, J,, = E”";B'H'l = ()

Bl Se S tiver simetria material, €m relacao ao eixo Oz, 1leremos:

)., = Em,x 2, =0, Jip= Ernry.}.:— = ()

Sistemas planos:
Se todas as massas de 5 perten-
LEFem ao plano Oxy, teremaos:

Jo=J,=0

Se, além disso, um dos eixos, OX
Ou Oy, for, também, de simetria ma-
terial, teremos J,, = 0.

Exemplo 11.7

P r

;ig;r;z TI'_f } * _Sis_[(’mﬂ plano com simetria




'|
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'| mduta de inércia J,, para uma placa retangular homo. o “E,(emplm 1.9 0
5 eixos Ox, 0y, com origem no centro O do retangulo e Calcular 0 produto de inércia J,, para a placa triangular, homogenea,

e 1S ¢ ,ﬁ s lados, éJyy = 0.) | i~ada, de massa m, base b e altura h.

| ]in gl
||

| uto de inércia, J”x , para a placa retangular homogénes |
a ;n 1, base b e aitura h. '

I' ||..

- X

Exemplo 11.9

~ Solucgao:

h (h=y/h 9 .
: I Jo = ” xydm ;1” xydxdy = " }-'('l},fJ;} xadx =(u/2)(b/ h)

) A 30 D
j vih - v)dy = ub°h* / 24

Exemplo 11.8

Sendo m = ubh/2, tem-se, finalmente J.. = mbh/1Z.

b“h* |

=”xydm =p”;~;ydxdy = N : xdx h\,-dy L= . "NEe

¢, sendo m = pubh, decorre J,, = mbh/4. |




S S mércia
— Mo _-:gamﬂnzosde iné

':[qe'; X 08 pampradutos de inércia

o varian y 0s produtos de inércia quando ¢ feita up,

; | Figura 11.10 — Translacdo de eixos

Usando as n.ut,a-.cbes ¢ repelindo exatamente o mesmo desenvolvimento
feito no item 11.1.2, obtém-se:

JN&' -zmixiyl = zmlﬂb-l- Z ITIIEI?I + 2 m,-b:f,- + E 'nlf'ﬁj‘-",

1 '

ou, ny = JX§ + mab, ¢, analogamente, para os outros eixos coordenados

11.3 — Rotacao de eixos

11.3.1 — Rotagao de eixos para obtengﬁo de um momento de inércia

r dO Sistema S, em relagao a unx

E -
genérica r, que passa pela Ongem O do sistema de coordenadas Oi] R e

fungdo dos co-senos diretores de .
Chamando u um dos versores de r:
U =COSdi + cos B + cos vk

Sejam: P;-O--xil +y|j +1.,k $ = dng. (P, - O, u).

Jr. md - | ) 2 "
2 it Zmilpi“olzsﬁ'n"tpi=2mi“}3i._O}nl,‘lr (114

a tr:
ons gm_nﬁa Ccomo nova origem o baricentro G de S dns.

11.3 — Rotacdo de eixos 181

b2

Figura 11.11 — Reta r passando pela origem O

Ora:

(P-0O)au=| X Y 7

COS . COS [ COS Yy

= (COS YV; — Z;COS ]Hi' F(COS 1z — X;C0 Sy)] + (COS BX; = V,COS a)K.
Portanto

J, = 2 m.(cos” a)(z” +y)+ 2 m, (cos” Bz + X7 )+ 2 m;(cos” YNy + X7)

! . !

O I )
-22 m; COSs acos Px.y, - :52:11,:.1:5' (5COS YV .Z; - Em COS ¥ COS 1z X,

I | |

W4




e =B

I}FI. nl
. -—I- ':ll ,; ¥ ;,L Eﬁﬂ'ﬂéﬁ'fﬂ

omentos

i ) Il‘ i

ms ﬁ €oS y — 2J,,C0S v Cos «

m sistema material estar situado no plano Oxy, se , et
w:.ﬂﬁ’fum 1608 y =0 (y=90%), cos B = senq ¢ (115,

(11.5)

-“' "'-Tfl ' -
Ja., o1 gn 2J,,C0S a sen « (116

II*

| ' 9 |
(1+ cos2a), s mf =1-cos%a, sen2a=2sen o cos

‘f}- _p-a&L

B

yr tam i?"f'-.-ié';%":ﬂv ¢ poae escrever
. .. -"' +J } Wﬂﬂx Jylcos2a — J, sen 2q (11.7)

% 2ix0s para obtencdo de um produto de inércia

. | ﬁm’ema material S pertenca ao plano Oxy. Seja OXY
de cc rﬂénadas nesse plano, com a mesma origem O. Calcu-

duto de inércia Jxy. de S, supondo conhecidos J,, J,, J,, ¢ o n-
X com Ox.
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Y mX;Y; = ) mi(x;cos a +y;sen a)(-x;sen a +y,cos a) =

- 3 [-mi 5 + 3 myE S 4 S mixy, cos 2a

JEY = (1!2"‘]\ — .JFJSEHZ([ + J\;}-CUSZ(-{

g Exemplo 11.10 W

Calcular o momento de inércia de um retangulo homogeneo de massa
m, dimensoes b e h, em relacao a uma diagonal. Lembrar que o momento de

inércia do retangulo, em relacao a uma reta paralela a base, passando por G,

mh*

édado por J; = ———

17

Exemplo 11.10
~ Resposta:

m b°h°
6 b° + h°

J =

r

11.4 — Matriz de inércia e eixos principais

acao ao referencial ortogonal OXy? e, por

Matriz de inércia de S, em rel
dEﬁﬁl(,dO, a matriz .‘:-llﬂi.i‘l['l{ud




J;-“ﬁ
sonstrar que, fixada arbitrariamente a origem

ﬂmﬂ: J\rx = .J_zx =i()

ste referencial sao chamados €ixos principais de in¢ rcia, e
[ ‘: ;&:!u,l !If'_ll :L . 1'__' éI'G!ECOl'TESpOﬂ deﬂle‘i J}{,J‘f, J/ Hti-i“ L ]"]u[‘n ‘
ncipais de inércia, em relagao a O.
¢ escolhido coincidente com o baricentro G de S, o eiX0s
nercia, correspondentes, chamam-se eixos centrais de ing . i

nte que J, > 0, decorre de (11.4)

2

Zlnlrpi*-O}AU -1

i

L-O-(‘I/\{J_,:)m (11.8

Segfi{)'u‘n versor da rﬂt_a_ generica, 1, e A uma constante dimensional de valor
ar m‘-afl'fﬁ.- nb{ém-se-uma interpretacio geométrica da lei de variacio dos
momentos de inércia em relacao a retas passando por um mesmao ponto

Exclumda O Caso particular no qual todos os pontos P, de S pertencem
| uma mesma reta passando por 0, J, é Sempre positivo, nao se anulando pard

nenhuma das retas r. Resulta entio de
superficie fechada envolvendo o ponto
a O, pois a substitui¢ao de U por

(11.8) que o lugar dos pontos L. ¢ un:
nto O e, além disso, simétrica em relacd
=U nao altera o momento de inercia J.. BV

| Coordenadas cartesianas, tem-se

| L~ OQ=xi «viaob o f 7 : - ‘

-1 O=xi+yj+zk =) /(JJ,, )(Cosui + COSfij] + COSYK)

| ¢ portanto

|

| COSUt = : - | |
(\[Z /l)x, CGSﬂ = (\/I / }L)y' C{}ST ol (\Jr"ll' /A )}"_

~
a ad

Superficie: a equacao cartesian

I x* 4] 2
TV 4022 - : A=

alquer sistema material 5, um referencial ortogona] OXyy

ol dﬁ%

—————————
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Figura 11.14 — Elipsoide de inercia

Esta superficie fechada do segundo grau e simetrica em relagao a O e
necessariamente um elipsoide de centro O, que se denomina elipsoide de
inércia do sistema S relativo ao ponto 0. O elipsoide de inercia relativo ao
baricentro GG do sistema chama-se elipsoide central de inércid

Pode-se verificar que os eixos principais de inércia, definidos em 11.3,
coincidem com os eixos do elipsoide de inércia relativo a O. Verifica-se
também, que a condicao necessdria e suficiente para gue um dos e1xos, por
exemplo o eixo dos z, seja eixo principal de inércia relativo a O, e a nulidade
dos dois produtos de inércia, J,,. J., que dizem respeito a esse eixo.

R
R4 7
| (:!.r'_“.:-l"
. 'ﬁr:}_
a )
3 // A
F_'T
g - \
_ |/
o~ v
J | // o = .II
| YV - !
. - /
—_—fey— —_ 1'#;4— e ——————— e —— —l-—-l——"f,l - -
— -0 )
i
L )
4. — | :
B | ;f____,f
I .dd___,ﬁ'_'"é.

Figura 11.15 — Elipse de inercia




o h_-ﬁf-‘u,m | pertenga ao plano OXy (por exe

% inton emrcamsiﬂemr aretartambém nesse plan,, ”V*El ),

1sforma-se numa elipse, chamads
tos de inércia obtidos, com a varj

dcal’] d& r
EI‘XUS U

“duas direcoes correspondentes aos
; r ﬁu ':ﬁ;» -ﬂrﬁ@gﬁﬂ&ls

0SSeS *.M : mspﬁnc]pals de inércia, basta fazer. co
O Moms ﬂbi}]éﬂﬁa em I"EIEIQEIO a reta r:

(1/2)(J +Jy) + (1/2)J - Jy)cos2a - J, sen2a
que valorde a, J. apresenta maximo ou minimo re

8 2610 & derlvada dJ./do: e
' J/da =~ (Jy = Jy)sen2a - 2, cos2a
rﬁ]‘j" ] Jﬂse‘nzﬂ =2 Xy COSZ2( (11 9)

CoS2aw0 e J, = Jy

g2t = - 2y _
) =
i
-2J,,
J.-J,
X

elipge J J
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Este valor de tg2a corresponde a dois angulos, que diferem de 180°: 2,
e 2001 +180°. Obtém-se, em consequiéncia, dois angulos, oy e ¢; +90°% um dos
angulos fornece a reta r para a qual J. € maximo e o outro para a qual J, é

:-minimo..
Lembrando que

1
COS@ =T — —, Sen Q= g ¢
V1+tg e \/‘I+lg P
obtém-se, notando que
4J5,
lg=20t = - |
(Jy =)
J, =g 2J .,
0820, = + et | SN 200 =1 Y
J 1 J ~J )" +4d5, VWU =)™ +4J5,

Substituindo, chega-se aos valores maximo e minimo de J.

1 1 | T |
Jomax =5 WU x + D) +:2\|LI,‘ ~-J ) +4) (11.10)
l -I{l I ] /[l l ]‘|4IE” (11.11)
o min e W 9 \ o oy
' No caso. ainda nio considerado, de ser Jx=Jy, a expressao (11.9)fornece:

al cos2a =0, isto ¢ o =45 ou o= 135" ou

| b) J,, =0.
h Nesta hipétese de serem nulos, (J, - Jy) e tambem Jy,, (1 1.7) fornece
I ] =Jy =Cte.

= J,, as 1or-

do minimo

Obs.: E imediata a verificacdao de que, mesmo no €aso de ser J,
mulas (11.10) e (11.11) fornecem os valores corretos do maximo e
L del,.
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Capitulo 1 2

Dll\;_AMlCA
DOS SOLIDOS

12.1 — Energia Cinética de um solido
Se S for um solido, ter-se-a
¥ 1'1 ‘».-"h = () A (P' -G)=0 A I:I

Portanto
. 4 '_I o | L] :,I I'_l'
(rl ) o rTsen’, = od;

Decorre

(1/2)Y my(r, _)I (1/2)¥ mo’d] = (@ /21 ¢, ..
| I

onde w° ¢ o quadrado do modulo do vetor
de rotacdo de S ¢ J,, ¢ O momento ce
inercia de S em relacao a reta Go.

Elll;l“, ade acordo com 4 n‘.',‘*-[,’lll"w'wi_l'!
{10.5), do capitulo 10 (Teorema de Konig),
decorre:

E=Iml(v.) /21+J ;0 /2

JASS

Obs.: Verifica-se, usando a expressao do
momento de inércia de uma reta passando
pela origem, que a segunda parcela se pode
escrever

fosn -
— -
2 | g

: . . g e Fieura 12.1 — Energia cinetica
onde I é a matriz de inércia relativa a G, S e e solido
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I | & 3 t C
ndo o sélido possuir, num certo instante, um ponto C de Velocidagy Sendo
T araia cinética terd, nesse instante, uma expressao ainda Mais )
S N : 4, nesse instante: oA (P -0)= wq(yK=2])+ wo(Z;1 — X,K) + W4(X;) = y;i)
ple alo, sera, | -
| Ve =0 (G- C), yf_' — m°d* gubstitui}'lt?lo m em 2, as componentes wy, wy, 13 SErao constantes, em relacao
- 3 somatoria, podendo-se escrever:
distancia de G a reta Co. :

T ;"-HII\:; % msséﬂde E: H{'] = ITI[G — O] A "’:’{} 12 {11151 + [F}ESE + ‘.1)353
. X I III. i - . . C -_-q _4, qf : c Irts AT 1elac « ~ - &
— (m/2)0ld? + (1/2)) G, W = (0%2)) . onde Sq. Sz, S3 sao somatorias estendidas a todos os pontos P, de S:

|
@ de translagao de eixos), onde J, € 0 momento de inércia de s S, = z m; (P, - O) A i a(x;i +y,] +2k)]=

re a Co. Entdo, no caso de ser Ve =0, decorre : t
I 51 = z Ini“}E & {f)l- b \[\i\J a xlel"zl = Jﬁl = -J-.;a, j 'J:-..-',]';.

 E=(/2¢, 00 =016 ,
natriz de inércia de S em relacio a C. Analogamente:
' ' S, =J, j=J,k-J,i e Sy=J k-J,i-J,]
- 12.2 — Momento Angular de um sélido Resulta:

- SHS for um corpo rigido, seu momento angular pode ser expresso de B e (G -0 A n+ (T =d T~ I-l]m, (=] 343 j-J b
maneira simples. Consideremos os dois casos a sequir: = | | | Wl S yX y yz T2

- - » " iil h.i a .] - : + il?};]{”-
a) S tem movimento de transla¢ao (com velocidade v): ” ) |
l:ln = Z(P =0) A myv, =2m|”)‘ -~ O)AV Ou, de maneira mais condensada:
i _ 1 |
msul‘al'ldo | | II,I o M = ( ” A 1'.;';] + I,”Hr! (12.1)
Fl{} =m(G -0) A v onde I, ¢ a matriz de inércia de S em relacao a O.
b) S tem um movimento qualquer: | Caszs gﬂrt(’_‘:”‘“r Sl
_ ’ - - . e 1 o e ! f - , LITL ’ 1{..
) IEIA €xpressao simples se tomarmos como O um ponto de S; admitida | F 3, OU Vg = U, decori
essa hipotese teremos, usando a expressiao da velocidade de um ponto ey = I (12 2

qualquer de um solido:

Hp = ;(Pi ~0lamyy, +Z(P. -~ 0) A m;[® A (P, = O)] 12.2.1 — Teorema do momento angular aplicado ao caso de um solido
:

e — —— — . —

oy P P - Yoy o
Neste caso o teorema pode ser expresso de maneira mais simples. Para

I |{ ' ll-ll G‘ [ ]. HH hi - E L -

cm::;“;'de" ando 0 sistema de coordenadas Oi_rf com a origem O pertet” }__1‘—* 3 '
b SR Ho = m(Ve A Vo) + mG-0)aag + (d / dtilym)

MV = Vo) AV +mMG-0)adg+ld/ dt)(1 )

ma do Momento Angul

PEMI+ 0] + ok, H~0= xﬁ + ylj i Z.E Substituindo na expressao (10.7), do Teore




)
NICH

42  Dindmica dos solidos

” S | -~ arexl
| T{dﬁﬁiﬂﬂ@-ﬂl +m{G - O] A a('} 3 MG (12 9)
-_mgmfmaﬁﬁorema do Momento Angular (T'M.A)

Siae o O pertence a S, se simplifica em trés casos Particulapes

yor exemplo, O ponto fixo),

I.. |'-.-J' 1

paralelo a ﬁ_{g_,.
rasos a expressao do teorema se simplifica e se escreye.

-
|

(d 7 dt)(I o) = M{}" (12.3)

Observacao: A terceira alternativa ocorre,
por exemplo, quando um disco homogéneo
rola, sem escorregar, sobre uma curva fixa,
sendo O o ponto de contato.,

Figura 12.2 - Caso de
simplificacdo da expressdo
do T.M.A

Observacgoes:
. _'I +H v o 1
19 Geralmente adota-se um sistema Oij K ligado a S; nesse caso J. J... Ul
S40 constantes ¢ a derivada de (1) é, simplesmente, 1.

2 . - . \ . 0
2%) Se o vetor de rotagio de S for constantemente igual a @ = ok, (@ =027
Wy = ), e, portanto

ﬁl{)ﬁ‘]=—.]m-i'—JI}j+‘] ZE

- . i :
3%) Se, além disso, Ok for eixo pri
Ok eixo de simetria material,
1., =0, decorrendo

neipal de inércia em relacao a O, HJ‘”"I‘“”‘__
ou, S pertencer ao plano O1]) resulta Jao

oo = J ,wk
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Observacoes gerais:

Um caso importante é aquele dos sistemas planos, no qual o vetor de
rotacao das figuras € normal ao seu plano. — Para cada solido (figura pl:—gm‘nu
rigida), pode- se usar o Teorema do Movimento do Baricenlri} (duas equagoes
escalares) e o Teorema do Momento Angular (uma equacao escalar). — O
Teorema da Energia (uma equacgao escalar) nao fornece equacao indepen-
dente das anteriores; ha vantagem em usa-1o quando se deseja calcular
velocidades e/ou velocidades angulares, e nao apenas aceleracoes ou forcas
e, principalmente, quando existe conservacao da energia.

12.3 — Poténcia das forcas aplicadas a um solido

Seja um solido S em movimento, w seu vetor de rotagao e Vo a velocidade
de seu ponto O, num certo nstante.

Suponhamos que, nesse instante, as for¢as externas a S tenham resuitante
F e momento My, em relagao ao ponto O.

A poténcia do sistema aessas forcas externas, sera, nesse instante:

p= S F Y, S‘l'-.|x”H.'.mﬁ-nll-a(zli'.j-x‘m

i
||

VH‘ (”']‘: A (L) ® I*I"'.r"“ 2 ZHJL ~-()) A ['-":‘U'II

resultando
P - I "~.-“ 4 P"-’f]“'llrl

12.4 — Movimento de um solido em torno de um eixo fixo

Seéja S um solido que pode girar, sem atrito, ém torno de um eixo 1xo
{Para fixar ideias, '-.LII.;i;m"\;u]'Hm o sOlido vinculado ao eixo por melo dc Ul
articulacao A e de um anel 5. )

; - - _— denad: 7 lici: 4S5 . ondeOzeo0
Considera-se um sistema de coorde nadas Oxvz, ligado a 5, 0

€ixXo de rotacao.

Sejam dadas: As distancias OA =4, OB =Db; as t;nm*;fivmuii_‘aa (Xe, '
do baricentro G de S; A resultante das forgas ativas RE = (F5, .l | i_,%_.t.
atuam em S: 0 momento, em relagdo a O, Mg = (M5, ‘ﬁ M¥) destas forgas
ativas: Seja também dada a massa M, de S e sua matrz «

ar de S, o = wll) € as reacOes vinculares

e ineércia 1.

Calculemos a velocidade angul

R, =(XA,Ya.Za) Rg=(Xp Yy 0l




‘I"+: '-.-l

Cag 'u" =0 ndmica dos solidos

_f 12.3 — Solido em torno de um eixo fixo

' | Ty R Pae g .I . . .
R RS Movimento do Baricentro

n];:.i“ ol Rﬁ + }{“ + l;‘{l

Ora,
Vg = Vo + 0 A (G = O) = wk A (Xgi + Y] +26K) = “’[X(;j =¥G i)
Sendo
l=OAl=wKAI=w], j=0A]=wKAj=-ni
obtém-se

- . 2. -y . 2 ?
3[; = l'-ll]yﬁ - (1) J\(,}I + ([ﬂ'x{; - (1) }"{;]J

AS equacoes fornecidas pelo Teorema do Movimento do Baricentro sao

-Mmlmy . + m‘fxﬂ] = XA+ Xg+F (12.4]
MOXG - 0%y ) = Yy + Yy + F2 (12.5)
O=Z, +F (12.6)

O Teorema do Momento Angular, aplicado ao ponto O, fornece

; _ I
Ho =d/dtlp0)=Mo=l0 0 alslo o b + M3,
XA YA ZA XH YB Zli
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r

ora,
1:1() ~ I()[T} - UJ(-JH{ . ‘J 7.-'?3 T J;]‘\] C ﬁ{} = L;}(—.J :-;z.i- — ‘JET:‘: + J_,k] +

s ro(-J,j+J, 1) =0l + w-J vz )1+ (= gy - ®w°J.,)j+ (J,0k)
S 5, rtanto o Teorema do Momento Angular fornece as trés seguintes equa-

. 2 =
—J or T m"J'H..‘, = ElYﬁ - DYH + Mf: (12.7)
. Y. P d 24
: ‘—l”J\”,. ""{I'Ih_.lh,_ = l)XH—dXA + M'."f [-1—-":5!'
wm), = M:. (12.9)

. Suponhamos que M? seja tal que, da e?uacf_ll;} (12.9) Eossa;se Obwir.ijj- =
wlt) (por exemplo, se M3 = constante, ou M = M‘,,ltlt ou MI;:“M:‘{:;-;, oﬂc:i:
o angulo de rotagao em (Orno do m?): as outras o und.{,()ﬁh cu. 51: tIu
fornecerao as 5 componentes das reacoes vinculares em A em B. As reacoes

dependerdo de w? e de @, podendo, eventualmente ser crescentes com w- Ot

com |m).

12.5 — Balanceamento
halanceado quando as reagoes, em A e em B,

Diz-se o solido S e ' _
I'lI C M;i

independerem de w° e de o, quaiscuer que forem
- de balanceamento se obtém de (12.4), (12,
h nessas equacoes.,

T 5), (12.7) e (12.6).
As condicoes

anulando os coeficientes de w® € de ¢

Obtém-se: .

—
i

1y,

W i .\\'II'; — {] - .]._“,

o( ,
20 deve conter o baricentro G ¢ deve

‘onclui-se aque o eixo Oz de rotag Sva de ctimetr
Conclui : a O (por exemplo, eixo de simetrid

Ser eixo principal de inércia de 5 em relacao
material de 5).

nto de qualquer solido, S, pode ser

s verificar e 0 balanceame . 3 .
vamos verifical e { my € 1z, colocadas em poliil 1S

consequido, acrescentando a S duds massas,
| ) - ‘ a1 ' Yore u,;
Pie P, de S, situados em dois planos diferente

azer as condigoes:

' [ =()
Xt = 0= mXg+ MyXy + MaXs ;

= {)
U

ortogonais ao eixo de rotagdo

As massas my e m, deverdo satis|

el nﬂl}rrl + r‘nl}ll + ﬂ‘lf}'i

| A X‘lz*'
| = () => -J-:..r +|“["11'."~.14’.1+n13 e
xZ 1Ol

Arly 'J\.'JI'-' -
= ) = J. .+ 1111}' I"’l + My Y 247
-]u-::.-t =0= i sera

MoXa, MyYy € May2

M X1, | .
N rminante

. aar nas 4 incognitas ,
linear, nas 4 : sero 0 seu dete

Este sistema, Ct K
ado se for diferente de

compativel e determin




1 1 0 0

0 0 1 1 |
5 2 2, 0 0 =—(Z, - Z,)?

0 0 2z, z

Portanto, se for z, # 7,
balanceamento sempre sers
conseguido.

1 12.4 - Iaalanceamenm

genea OA de peso mg e comprimento 2a move-se num
girando livremente em torno da articulacao O.

R=Tt+Nn

L Y. - . \ : g . 4 : -
onde t e n Sdo 0s versores tangente e normal a trajetoria do baricentro G da
barra.

Achar os angulos 8 que fornecem o maximo e o minimo de IR|. Qual a
direcio ¢ o modulo da reacao nessas posicoes de valor extremo?
’

tmg

Exemplo 12.1
Solucdo:

O Teorema do Movimento do Baricentro fornece:

Mi,, = -mgk + R

Multiplicando, escalarmente esla equacao por ( e por n, obtém-se:

Mmaw = _mgﬁ A+T 1)
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maw- = -mgk-n + N (2)
Por outro lado, o Teorema da Energia fornece
| Jow® /2 =mgasend, ou w” =(3g/2a)send

A
B |Pﬂi5 J() =4 ma“/3.
Derivando, membro a membro, esta ultima equacao, em relacao ao tempo,

vem: 2
. SC :
2 = - 2 (cOs 0)0
2a
. 3¢
) = — ‘-'1 cos t
Ou 4a

L 2 . iy = T
Substituindo, em (1) e (2). estes valores de o e de @", obtem-se:
T =(-mg/4)cos® e N=(5mg/Z)sen b

’ — gl | . . 1
. L + - 1 h-j___ H-f — -_-.1 L ¥ }-ql;l--l ',_
Devemos achar o maximo cominimode R==1T°+ N= no intervalo fechad

[0, x], de variacao de 0.
Sendo R? = (Mm2g°/16)(cos™ 0 + 100sen® 8). decorre imediatamente:

9 =2 5mg (reacao vertical);

Ponto de maximo: 6 = /2 == Ry, i L .
| ' = (),29 eacao tambem vertcal
Pontos de minimo: 0 =0 e 0 =n=> Ry, = 0.25mq (reacao tambem Ve

e I S———————
—————
——— —

B Exemplo 12.2 — Movimento do "jo-i0" W

O solido S tem peso mg e simetria de revolucdao em relagao a seu bart-

centro. E dado seu momento de inercia, ] em relacao ao eixo de simet

dataassaces s gt

’

i




17 _ _ ica dos solidos

3 tem um fio, de peso desprezivel, enrolado em sua parte cilindrica,
. conforme a figura.

leular a aceleracao do baricentro G, a aceleracao angular de S ¢
cdlo no fio (nos movimentos de descida e de subida).

16 movimento do baricentro:
mz=mg - F (1}
do momento angular (em relacao a G):

J®O=Fr (2}
=1 =>7=ron (3)

0 0 sistema anterior de equagoes, obtém-se:

?
- mr : mar . m
E": a4, W=- _g_‘é‘; F=- 92
J+ mr' J 4+ mr mp
T+
J
2) Movimento de subida:
Teorema do movimento do baricentro:
mz=mgqg - I (1')
Teorema do momento angular:
Jw = ~Fr (2)
Relacao cinematica:
7= =M =>7=-rq (5]
(isso porque ® nao muda de sinal e 2 sim)
Resolvendo obtém-se:
mr” n
3 . qr - m
L= 0, W=- g 5 P= g,,
J+mr J 4+ mr- mr-
1+ ]

(Obs.: A solugdo obtida mostra que F permanece constante e com 0 mesmo
valor. nos movimentos de descida e subida; na transicdo entre esses movi-
mentos, F nao mantém esse valor; verifica-se que, nessa transicao, F assume
valores maiores do que mg.)

o —

i ———
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@ Exemplo 12.3 W

A barra homogénea AO, de peso mg e comprimento Z2a pode girar,
livremente, em torno do eixo Ox, podendo mover-se no plano vertic‘al que a
contém. Os eixos horizontais, Ox e Oy giram em torno do €ixo vert:c‘al. Oz,
égm velocidade angular ® = cte. Quando o angulo df':i barra com o q{;'.i_'-";r_} Qy
forigual a 6 ela estara numa posicao de equilibrio, relativamente ao referencial
movel OXVZ.

Determinar o angulo 6.
AL

Exemplo 12-.3

Solucao:
Consideremos o referencial ortogonal OxYZ, ligado a barra, 0s e1xos ( )1

e OZ no plano vertical que contém a barra, OY na direcdo da barra e U/
normal a ela, conforme a ligura

A matriz de inércia da barra em relacao a esse referencial sera

‘f.l .00
= 0 Jy O
\, 0 0 0

Por outro lado. o vetor de rotagcao da barra €m I“L‘lagT:;l{i ao referencial 1Ixo
Ox4v4z, que tem Oz como 0 terceiro eixo coordenado, €
& = wk = w(cos ) + sen OK)
Resulta
(0 \ 0

. - = B | = J HJL“T"!HJ
@ = | @ CcOos B | = Jywcos \

L msenB ) | 0 :
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“ma

0 ¢ W, decorre: rodas dianteiras e o0 piso.
I I

) = Jyocos 0J = Jymcos Bld A J) = -Jyw’ cos 6 sen 6i

rodas traseiras?
'ﬂo = (G ~ O) a(-mgk = -mgacos i
l

or aplicaciao do teorema do momento angular:

Solucao:

mga 34

sen @ =——= : T _
mez 430]3 ._l () = '; - ['4“ I
I[dem para uma roda traseura
1 I y
o] W 3 . 3 Jo=F;r
Desend <1, decorre 0O< g;_, <1, ou ©°2=% A >
3 dam 4a Relacao cinematica:
» S30/%a, nao existira a posicao de equilibrio relativo mencionada.) 4 =T

i

3 | - |
Se o --r—g, B —90% sew” — 4o, B —0 M 1 R )
” ‘i ..“ 1) |
4a
B e Somando. membro a membro, (1) e (£), vem:
| I
= : 2J0 = — + r{Fy = Fp)
B Exemplo 12.4 — Aceleracao de um veiculo & 2
O veiculo indicado tem massa total M e baricentro em (. Cada uma de LItilizando (3) e (4), obtém-se:
Suas rodas tem massa m, raio r e momento de inércia J em relagao ao [
respectivo baricentro. Supondo que o motor transmita um torque |, a0 d LY A
conjunto das rodas dianteiras, pede-se, sem levar em conta a resistencia do |

ar: De (Z) decorre

I i
movimento | 4] +Mr- r
— e, devendo ser
. Mg
Fe S 1 =
obtem-se:
4] + Mr°

= (Mar .

T e e e e i e e e

Exemplo 12.4

12.5 — Balanceamento

201

-5 ; ~ . - .
yetor de rotacio do eixo Of (isto € da barra), em relacao 4, 1) A aceleracao do veiculo, supondo que nao haja escorregamento entre as

2) Na hipotese anterior, a forga de atrito do piso sobre cada roda traseira.

‘ & 3) Se o coeficiente de atrito com o piso for p, qual o maximo valor de T para
que o veiculo possa realmente acelerar sem haver escorregamento nas

Teorema do momento angular, para uma roda dianteira

Teorema do movimaento do baricentro para o velculo, todo:
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n&mfca dos solidos

Exemplo 2.5 .'-'Rmnagem de um veiculo ® ~ mExemplo 12.6 B

a que se refere o exemplo anterior, move-se Com mov Imentq | A janela de ventilacao, representada pelo corte OB, na figura, pode girar
me., aquue motor sempre equilibrando a resisténcia dq, ap " om torno de seu lado superior, representado em O.
das rodas u rque de frenage . . . . _ ,
rc haj:;;::l;?‘goanﬂ;?oqno o gem igual a T. Pede. | A janela tem peso mg e simetria material em torno de seu baricentro G.
| .; ‘3 g P A mola, que controla a abertura da janela, esta presa a um cabo que passa
s atrito, F, em cada uma das rodas. por uma pequena polia em A. A mola tem constante elastica K e esta sem

deformacao quando ¢ = 0. Se a janela for abandonada a partir do repouso,

maximo do torque T para que nao ocorra, efetivamente, escorr
10 Lorqu q €, €Scorre- da posicao horizontal, determinar:

!' coeficiente p, de atrito, com o piso.
1) O angulo ¢4 para o qual a velocidade angular da janela € maxima.

2) O angulo ¢, para o qual essa velocidade angular se anula.

ﬂ “\\ movimento

Pﬁmﬂh a cada roda e o teorema do
odo o veiculo, fornecem as equagoes

: "'!Fp' -1& Mﬂ:d‘F

- g ———

Exemplo 12.6

. O teorema da energia fornece
| AB SN LV

| -
)

E= igg‘mzi "V*q ﬂ“mfn

= .- 1 ~ = T
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I
J_ |

0. a deformacao da mola é igual a distancia AB, isto é.
def. = 4a sen (¢/2)

12.6 — Giroscopio e aplicacoes

" 12.6.1 — Introducao

I
!
|
i Consideremos, em primeiro lugar, um solido S, de peso mg, possuindo

K F simetria material, OL. e > (
JO _ mgasen ¢ -—_--‘16&259112 ¢ um eixo de podendo girar em torno do ponto fixo O.

2 2
g0 2§ i
) = T(mg sen g - 8Ka sen *—2*

Hfungao:

Y =mgsen¢-8Kasen??

elacao a g
p- 8Ka sen (g/2) cos ((/2) = mgcos ¢ - 4Ka sen g %
 de rivada a zero, para pesquisar ¢: |

4Ka seng = mg cosq

| _ que devera ser cos ¢ = 0; dividindo por cos ¢
' g ¢ = mg/4Ka.

B Figura 12.5 — S6lido mével com um ponto fixo
Yi=- masen ¢ - 4Ka cos ¢ = - [mgltg ¢) + 4Kalcos ¢

@y, @ Ser aetern ), O - d Vale: L S5e S iur abandonado, a partir do repouso, ele girara em torno do eixo

-Ii(ngzfﬂ(a] + 4Kalcos ¢y < 0, ( IT Esenclu u normal ao plano Ok K. K vertical). Este movimento obedecera,
“ r ' almente. ao Teorema do Momento Angular‘ dpll(.;‘ldﬂ em relacao ao

= I. 'F g-l _ \
- ii- ARG, "--‘_','1_'."5‘ ﬁxo 0

do a = OG.

“ontudo, se S tiver uma rotacao inicial, em torno de Ok, o momento M,
nm# O velor r ]SE{'é 0O mesmao, mas o movimento realizado por S sera

5-"- :.-=-‘-ar:- snte diferente, como o mostra a experiéncia, quando se observa

‘."E"r‘_i‘f?fiii-. to de um p]aﬂ,

anulard juntamen m? no ponto ¢ tal que:

-l-_ﬁ i

ﬁma explicagao elementar de fenome 3 desse tipo, consideremos
HIITI plao rigido, com vel:m'dﬁ rolagac m,]lammpununm ¢m torno
E?ﬂﬂde Chamemos esta co H DON ‘.._ ﬂll"df.‘ rotacdo relativo

1** = cte.) |

o

B 1.|-,.:. IIII
2
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\ observac estra que o ponto G = O + ak podera ter movimentg

e s circular, num plano horizontal, com velocidade angulay
pmet "',";_u onstante, a qual vamos chamar o. (Nesse caso o vetor de
itante, do piao, serd 0 abs - 0K + oK)

¥ o de rotacao do movimento da reta Ok, ligada ao Solido )

ﬁ=mﬁnﬁ=msenuﬁ :::
|

He, = JQo sen o .

ievera ter a velocidade angular o (de arrastamento do solido | X

T : o o |
_ '.-_,;;,I 550 do Teorema do Momento Angular: . X
.' J Q m sen o= myg sen «, _
|1

do pido, atrds descrito, chama-se precessao regular.

A analise rigorosa do movimento anterior mostraria que, se £ for
-~ sufic ﬁ,x ente grande, além do valor o, obtido, também seria possivel uma
0 outra precessao regular, com velocidade angular de arrastamento

B Wy =.J L] cosa,

| & 0o momento de inércia do pido em relacio a reta Ou.

.|

Iu ) ﬁmmduz:lda pﬂr Foucault para designar
am a PoOLage @-dﬂ qerpms, aos quais o giroscopio

: m .I | Figura 12.6 — Giroscopio
), @ rotagao di 'I%Km em relagio a mﬂreferencml
i " '_ P
pio a | :w."*@’:"lu"’.'f“fl‘_; ;?ﬂLu »Ossul um ﬁmﬂe simetria " PSS

opriedade de um giroscopio livre:
1 T n11 r ggqueumglmsmplﬂpﬂm Hh-r ||

N 3 _

Ficentre {;, de maneira que -

-....n.t..'l_ .—1- r""

E .'-'! um F;g?'_f;i?,".{._.._r; e '; ane qu concer 'El"iCﬂS:

. "_n.:u

B ey T G s s sy H-
O Qe gqua ,h hu .-,I, :JH r r Eh g F
- l b .'I.'ld'

Hil 1
rno de um ponto w,m desse eixo. (Na cons-
B e e, em torno do scu

. N (e
.:-I-'El -

- T e
e =1
- L8
- ' - "r N3 acontece com a

) --',-""'_"T;'u ) Al ,.-,l]_.'rj; ) T e

¥ - . - .
e . L wedot TN i LR i
. . . ™ . = VIS ¥ g & | ] 1 3 |
; B ' 4 W ok i § MY ! ' . s
TIATICUCIILALY AR LA
---- '.l'l e il - . ¥ ‘, a k)
r - . =, . T . ;
i ] Y - = ] L3
1 . A & - . § Ny S i = L : 1 " A s IIJ'I".:I|L - [ ’
o . B A - J - ¥ ' I - | . 1
1 i . L I [ 1F 1 r‘..:l ::I_l_i i 4 Wk | i ¥ = . . ] - . -
‘.. i [ ..rb..:"-|-r-|ll-l 5 4 I.'-' i -

I I.‘ r.l
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Jade, de o eixo do glmscépm livre apresentar direcio fiy a
1 referencial inercial, ¢ usada em varias aplicacoes do

a aplicada ao eixo de um jrroscopm
e a forga F, de momento M, = Fhi seja aplicada a0 eixo
910 cuja velocidade angular seja, inicialmente -k (0 =

g a12. 7 - Fnrg:a aplicada a um giroscopio
L,J_'_.“_ ﬁza immmr de maneira que He = M.

3 = by "_r " ‘-
-I-‘ m#‘r

__,:.,. !-._-.'r-t e L _:_-.'- {if“'*'i"'"n.
| | oo
diregic ﬁeii e, a diregio de M,

"" . ':Iél_'rli] Lﬂ'ﬂ.l‘;‘- -*f ' j}ﬂblﬂﬂmn]anu

|I .

[ |
\ e —I- ] :_1' Ia I
da \ ‘T O aade ang

u -“' r do gims-

209

Estabilizacao de uma embarcac&o por meio de giroscopio:
Suponhamos que o giroscopio indicado, de eixo de simetria GK, possua
velocidade angular relativa (ao seu eixo), igual a sk, (0 = cte.).

— ey — — ——

Figura 12.8 — Estabilizacao de embarcagdo

Este eixo podera girar (quando necessario), em torno de ( :j devido ao

sistema de suspensao esquematizado na ligura.

0 eixo AB da "caixa” que sustenta o giroscopio esta ligado ao casco da
mbarcacio por meio dos mancais A e B, conforme a figura.

ety S

-- iponhamos, aplica_}dﬂ a0 Casco [represemado em corte), um binario
externo, de momento Mi.
maeanlsmo de controle, registmnda a rotagao incipiente produzida,

Irne d,eG; faz 0 eixo do gimr com velocidade angular (de

0) @], causando uma variago nc momenluanqular He = Jonk,
Jl .._

= el

,f.l
' 15 “I.H -+I
li

Cujo

B forcas (F, -
U
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pindmica dos solidos

le Acio e Reagdo, 0 eixo AB, da caixa, reage sobre o LdSL[}
m ‘um binario de forgas (R, -ﬁ) tal que R = -F . Este
yoe a perturbagdo causada pelo binario de momento Mj
n eme grandes de Joy, pequenas velocidades angulares,
) , balangar o momento externo M.

Capitulo 1 3

IMPULSO
E CHOQUE

}

13.1 — Introducao

Pode acontecer que as velocidades dos pontos de um corpo material
" mudem, bruscamente, sem que a posicao do corpo mude sensivelmente. (Por
exemplo, quando uma bola elastica ¢ atirada contra uma parede, durante o
tempo do contato a posi¢iao da bola permanece, praticamente a mesma, mas
as velocidades de seus pontos mudam, bruscamente.)

Quando acontece esse tipo de fenOmeno, diz-se que 05 COrpos sofrem
choques ou percussoes.

Seja P um ponto material de massa m, que se move sob a acao de uma
forca F, durante um intervalo de tempo [ty, t2l.

L dv . =
28DCMOos que rn'ar= mazl"“_

= Ay |
miv, —v,)= "Fdt (13.1)
27 Vq .

“hamemos I a integral definida



e
I

JImpulso e choque

- mé ﬂﬂ mlpm'so da forga 1? no intervalo de tempo [t t. 3],
- "i"
conforme a natureza das forcas l_:" correspondenteg

mpu!sas externos, ou internos, iImpulsos ativos .

13.2) que a resultante '(Z_l'ii"‘) dos impulsos internos a um
sempre nula (pelo Principio de Acao e Reacao).

3.1) que

| m(V, = Vq) = mAV = | (13.3)
do fundamental da Teoria do Choque.

I
e 'a teoria costuma-se fazer t, = ty = 1, considerando v.
leterminagoes” da velocidade do ponto P, no instante rin
« T e, nesse instante, o ponto P nao muda de posicao),

velocidade anterior e vV, velocidade posterior.
@ se apresenta ¢ calcular v, conhecendo v,

-

I

culado por (13.2).
Bmﬁtafgmﬁcnmente igual a-_t'1',,. admite-se que, no instante do choque,

I t \

_ :_‘__'51.:'-: _:'-' MEI]BIQ, a forga-peso dd, em geral,
tegral que repre mta@impulaall

ente é calculado a partir de dados emp-

4| “‘-F

m-se Vp =V, +E‘I" no entanto, o impulso I geralmente nao pode ser

~ ocorrem forgas muito grandes, de maneira que a integral | = “ Edt resulte

m* de-l' influem, unicamente as forgas que S0

13.3 — Teorema do momento dos impulsos 213

Zmi{ﬁ;‘ﬁilzf

chamando I a resultante dos impulsos externos a S: ou:
m(vg - vg) =1

ou ainda

MAV = | (13.5)

onde m = Zml (massa total de S); vi; e V' sdo as velocidades anterior e
!

posterior, respectivamente, do baricentro G de

da Resultante dos Impulsos.

S. (13.5) exprime o Teorem

13.3 — Teorema do Momento dos Impulsos

Considerando o impulso I como vetor aplicado ao ponto P, define-se o
momento, M. do impulso I, aplicado a P, em relagdao ao ponto O, como

M, =(P-O)al

Para um sistema de impulsos (1, P, ), define-se:

M“ - (l-}l - (_.)) g Il
[
Verifiquemos, em primeiro lugar, que € nulo o momento, M, do sistema
de impulsos internos a um sistema material qualquer. De fato:

Mgt = Y (P ~0) A [™ E(P ~O) A jr‘"‘dt

~ Como admitimos que 0s pontos Pye O nao rnudam de posicao no intervalo

de tempo [y, 15):

M = L Z(P- ~0)a F"“dt-L Odit = 0
1

s © 'mmmmto Z(P GIAF“" das forcas internas a S, que atuam nos
. _|I |

ﬁﬁﬂs énujo,umavetqugm ”'i‘u” deforq:aseequmnunu azero.

el B ol :
o e e | ento dos impuisos,
. ' - ¢ mmar &ﬂ m Ad L:.-t.'.; B L ““ viom
. ey SEsH gl Z b lq men bro a ;"‘:-'__71_1. . '13_4!, veloriailmente, a

b —

. —
LT "..—-
1 E Fi




1mpuliso -EHWE

|'

o a membro, as equagoes do sistema acima A - Ae] ol 2

13.4 — Teorema do momento

dos impulsos para o caso de um solido 215

iyl =Mo, 0u AFo=Mo (1" 136 = =
o 0s momentos angulares de S, anterior e posterigy - 1 |
;} 0 ¢ ramomento dnsimpulsos externosas, I‘(Eldll\fdn]@me i
la referente aos impulsos internos € nula, como vimos. (13 g Exeniplo 131
na do V Momento dos Impulsos.
E | ' Solugao:

Momento dos Impulsos para 0 caso Aplicando a cada uma das barras o teorema da resultante dos impulsos
e escrevendo a velocidade do ponto B, como pertencente a cada uma das

| ~ 0 barras, verifica-se imediatamente que o impulso em B se reduz a componente

. 12, "Dinamica dos Solidos®, que, sendo O um ponto #- X, indi_cagia e que as velocidades posteriores, dos pontos Gy, Gz e B sao
— normais as barras; vamos denota-las por vi v, e v, respectivamente.

S ; mudando de posi¢ao durante o choque: i 1
b ' A g8 'B c
Aty = m(G - 0) A AV + 15AG : e w—— c::::::l;:_::n
" . t .G ) |

jo Momento Angular se escreve, entao, nesse caso:

m(G = O) A AV + 1pAD = ML’J

Exemplo 13.1 — Barras AB e BC

Considerando a barra BC e aplicando a ela, sucessivamente, o teorema
da resultante dos impulsos e o teorema do momento dos Impulsos,
relativamente a Gy

Essa expressio se simplifica, por exemplo, se:
. vt a) r@ﬁi‘nﬁm variacio de velocidade no choque, (AV(, = 0).
- ‘b O= ‘-E" (G @H-m 2

|| [ 3 | : t oo [
ses dois casos teremos AHp = 1,Ad, decorrendo, para o Teorema do mvy=I1-Y (1)
- St W S .:. T ' | . _, : " T . :
ara exp "ﬁ | .:, otando como sentido posuwa para a velocidade e para os impulsos, aquele
. (13.7) que € ne @ figura, corresponde a vertical ascendente)

' ol Jwj =(1+Y)a Z)
L= onde e J é 0o momento de ln&dadammma@ﬁm seu baricentro; adota-
: 'f} 2a e massa | se co ﬂ 0 senndﬂ positivo, pard a veloc ‘RMHJHI' e para 0 momento dos

11N ﬂ '-'~-~:—~--.r-.-- -

“ . Ll !“ ALY _-':-_.:; S Iy 0 aﬂn hﬂréfto II

(C .,_111E~1ﬁ BF-I ColﬁCﬂddS
Oorizo; ,-: 1r r taPllﬁadﬂ Bm C

H{“ mesmos teoremas, apicados 4 parra Ab, 1011

"] |—III ' ' |I (3]

(4)
onsiderando este
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1
.i-
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-t . |
1 ' ' _Aam b - ,.-;t. 1 [l]*r = 1" 3 ‘ ; ~
| _ '%T'ra@ﬁﬁ Ng 3" atlp 1) Aplicando o teorema do momento dos impulsos, em relacao ao eixo do
Jeste sistema fornece as respostas: cilindro
' 'l"* /Am, Vvh=-1/4m, w7 = 9/4ma, m» = — 31/4ma. JA®w = rlsen «,
O i . onde J € o momento de inercia do cilindro em relacao a seu eixo. Dividindo,
' membro a membro as relacoes anteriores:
- J rsenao
Bl LT o ol . -1, mr  cosp
10MOYgEeneo, e raio r, esta iniclalmente em repouso SODbre
: S e e L e UY
1tal . e, sendo J = (mr</2),
sbe um impulso, formando um angulo o.com a diregao d; | cos p = 2sen a.
oide contato e situado no seu plano vertical de simetria Ul Para a = 30° a equacao anterior fornece =0, ¢, sendo h =r + rsenlu + p):
"l . h h = 3r/2.
ie 0 choque seja sem atrito (impulso reativo vertical), pede- . S

d [
atre os angulos a.e f para que o cilindro passe a rolar sem |
= B Exemplo 13.3 W
Um disco homogéneo, de peso mg € raio r, rola sobre o plano horizontal
com velocidade angular oy quando encontra a depressao caracterizada, na
figura, pelo angulo «. Calcular a velocidade angular, @, com a qual 0 disco
gontinua rolando depois da depressao.

ar.
p= 30" qual sera a altura h, sempre na hipotese da auséncia de

" e ]

corregamento posterior ao choque?
1 : T

Admitir que o disco nao escorrega nas quinas e nem perde o contato em
nenhum instante.

‘do disco, anterior ¢ ptl*_»;lurim' 40
ima da energia aplicado ¢n.



S esnondentes ao dltimo instante em que 0 disco rola sopy,
_,f.‘_'“ ‘ior ao ::haque fornece:

. Efﬁ}f—rﬂzl = mgr cos o (1)
to de inércia do disco em relacdo ao ponto de contato copy,

| - . .
rems _;a_pjic-a.ﬂﬁ entre o instante posterior ao choque e g

qual o disco volta a rolar sobre o plano, fornece:

g |

j,-'réi}{ﬁ)ﬁfz - 03) = Mgr cos o (2)
, 0 teorema do momento dos impulsos, aplicado aq
0, fornece:

T Jolw = m) = ~Ir (3)

e inércia do disco, em relacao a seu baricentro e | é 4
P so na dlreca() da tangente ao disco, no ponto em que
L ue com a C[Ul!"lﬂ

Hg ite, ch amandﬁ ve v os modulos das velocidades anterior e pos-
al baﬁmnm tem-se:

,, miv’=v cos2 o) =1 (4)
m V=ro, Wi mu (3) e (4) fornecem entio, eliminando [:

] .II 4 .' I

. : w 1 2
: : — = — COS 201 (5)
- T N w 3 3

2 = 12_,@‘" lzesmta o = 0; assim, para angulos iguais ou

',_

lJH () tii -.-E:H (. mwmﬁnuarmland{.}SObmOpldn“

™3
.
|

_
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- s
o =; - Kcosa (8)

b

Substituindo (8) em (7) e depois em (6), obtem-se, finalmente:

o

2 (1+2cos2a)° " (1+2c0s20)°
Do = —

: 9 ‘ 9
Obs.: A solucao apresentada supos que o disco realmente atingisse o plano
horizontal. Isto sO sera possivel se a expressao de ®j,dada por (9), resultar
positiva, isto e, se for

+1 K cos (G)

. 9
w7 >|1+ - K cosa

(1+2cos2am)”

e

13.4.1 — Impulso sobre um salido mével em torno de um eixo fixo

Consideremos um solido S girando livrcemente em torno de um eixo fixo,
AB (A. articulacao; B, anel) com velocidade angular o, no instante em que
recebe um impulso | no ponto P.




I
1
. R " . .l e || ||

- 'I.‘l.r W 1 ' I

Wpiatﬁiﬂa@e angular de 5.
e | ng 0 mmmmﬁa dos impulsos reativos, dos v Inculog
..* ,‘E Ihms'f 1 |
Wy
5 baricentro G nao pertencente a AB; seja O o pé da per.
. 'ﬁ' ':sdm_@ﬂﬂ seja Ox = Oi o versor de OG e chamemosg

= '_ d@zg@k o versor do eixo AB de rotagio. Finalmenc
1das do ponto P, de aplicagao do impulso [ = =(1,, 1.,

L] J‘Hﬂ‘ﬂﬁﬁ as.
PEME dummmme dos impulsos:

i maAwj = 1 +R (13.8)

[eorema do Momento Angular, em relacao ao ponto O:

WMAM(J-J“ -Jmi +J k).

Fe L - 2 - o ;
e L AR
Jl +{(Z2l. — X1 ':,"!_T"."H
T el !;'I ) LI

l_l,” = EIK]E'

ol

"f;"'l"j:'-";.__-f*w ninar (nao havendo

(13.10)
(13.11)

- (13.12)
1 as 6 incognitas

, . I-.I-l ....‘_—-.F'I'L" I_l-_ W ~ ‘
} 'IIJ'n..'-. {-‘{L;'rfjjlll.i‘ﬂll ¥

- IT- . - |II
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13.4.2 — Centro de percussio

Continuando Sempre a supor a # 0, vamos procurdar as {:Undlu}ts pdara
gue S nao transmita, ao eixo fixo, nenhum impulso.

De (13.8) resullta:

= Madw)

g, portanto o impulso I deve ser paralelo a j, isto é I deve ser normal ao
plano & definido por G e pelo eixo de rotagao.

Vamos escrever | = 1), decorrendo

| = maAw (13.13)

Sendo I, =1,=0e, I, =1, as equacoes (13.10), (13.11) e (13.12) se tornam
-J A = ~Z] (13.14)

-J , A® =0 (13.15

J Aw = Xl (13.16)

Como a coordenada y, do ponto de aplicacao P do impulso 1, nao
comparece nas equacoes, seu valor nao influi nas condicoes procuradas.

._II

F.a—l,u 5 {II’




- WL
II

—

'D isto 6, supor que P pertenga ao plano Oi k (Supop
a0 | ;agﬁ de sua linha de acao).

das se simplificam adotando um novo referencial Xy
) f tgriores etms que: EZ pertenca a reta Oz e o pony,,

. de P serdo (X, 0, 0)
}‘ :

translacao de eixos, para produtos de inércia, vem:

,"h:_".J' +mZ!E?{i§ = J-,m +ma-0= J.r.n;
=0em (13.14), vem J,x = 0.

utro lado, que
-'JZY =JI}‘ e mz{; Y{.

oA ,m ﬁz=Z

idicoes (13.14) e (13.15) se escrevem

Jyx=Jzy=0,

"'l-'- CISto @, 0 ¢ *Eﬂmﬂ'c&odeve ser eixo principal de inércia de S, em um de scus

Wﬁ.

= —:: Mﬂa condicao (13.15), a qual, denotando X por b e lembrando que
b madw, se escreve J,A® = bmaw, ou

- | J, = mab.
) ; onto P@ﬂ,ﬂj ¢ chamado centro de pemusaéa do solido S, relativamen-
,;.n_.,,, ) AD [e ammrﬁnﬁﬁm da linha de agdo de I com o plano r = (G, ABII

S fJ,, ._..__v.r rming Eﬂ: do centro de percussao exige o conheci-

:
N
o
T "
3 LT

E do eixo AB; no caso de ocorrerem certas simetrias isto

—

mprime un.:r., mﬁ penduradé.
la extremidade -da barra estd

; L B gl
1! : . "'""* ! O -'.' '. Il. y Ea
rll F i q 'r:|+‘ I‘ .f.

ru'"-.. ]m 1‘ i]" @

3 :" ..ruahi -- 'pﬂde
‘ ;F'
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Exemplo 13.4

Solucao:
O ponto O podendo se mover livremente, nao podera haver impulso
reativo em O,
Isto significa que O deve ser centro de percussao do sistema, relativa-
mente ao eixo normal a figura, por O.

De acordo com a teoria acima devera ser

(m + Mj)ah (1)

y -

J

onde J. ¢ o momento de inércia do sistema relativamente ao eixo, por O,
normal 4 figura e a, ¢ a distancia, a O, do baricentro do sistema.

Tem-se. imediatamente

J, = (m?%/3) + MF5,

e, pela formula do baricentro

se choquen. de maneira que, no
Bt & (1), entre em contato com o©

" -r‘-:.'- i




Chaman-dO_P a posi¢ao comum d_e P, e P,
~ o choque ocasiona, em Py e Py, 0s impujg
b .qp’_‘t}ﬁtﬁ&ﬁ P)e(-1,P).

Os dois teoremas gerais, ja vistos, da teq.
ria do chogue, nao fornecem o valor de i
assim, na maioria dos problemas de choque
¢ preciso uma equagao empirica, que fornecy
I em funcgao de um certo coeficiente, ¢
chamado coeficiente de restituicao, carac.
teristico dos materiais dos corpos que se
- chocam.

s coeficiente vamos descrever as hipoteses de Newton e

"N

—

Apre que as superficies que limitam (1) e (2) admitem &
ponto P (normal de choque), caraterizada por um ver-

e de Newton
: mais empregada e expressa por
S u’ = -eu (13.17)
onde - u'=(vi-vy)-n e u=(vi-vy-n

 Vyev,sio as velocidades anteriores de P, e P;

W H'ﬁ,i sao as velocidades posteriores; o coeficiente de restituicao ¢ tal que
- Ay T ﬂfse51

' flex r e 0 fato de que, antes do chogue ha

1 N _-ji" 'T‘..-;'"

i
N = v e A | g iy
| ,.. 'll"i-:1;;?|.‘:’f|"_;r-‘1£‘|:i:‘{ll 'I gmm‘
st I-----.*.' '
a . |
'} i I
& F - -i'l" |i"llllh

| | 'I- _ Y,

1 ] 4 ' - -
SO,
e M| I

| diregdo da normal de choque

A

H
_.I
|

: ar rC f_;. E‘L M-;. hipétese

. I

- :
. 1
n T3 L
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' Tal impulso acarreta o anulamento da velocidade relativa, projetada na
normal de choque, entre os pontos Py e P, (que entram em contato). Este
anulamento marca o fim da primeira fase.

29 fase: Restituicao

A projecao, sobre a normal de choque, do impulso recebido por (1), nesta
fase é el,, sendo e o coeficiente de restituicao.

As velocidades, no Iim desta segunda fase, sao as velocidades posteriores
' do fenomeno do choque.

O impulso total, recebido por (1), nas duas fases, tera, entao, projecao
sobre a normal de choque igual a 1,(1 + e).

Demonstra-se que (Desloge [8]), se o choque for sem atrito (I tiver a
direcao de n), as hipoteses de Newton e de Poisson dao 0s mesmos valores
para o coeficiente ¢.

Verifica-se que, no caso de choque com atrito, as duas hipoteses podem

f fornecer resultados diferentes.
Do ponto de vista teorico, Kilmister e Reeve [16], ddo preferéncia &
hipotese de Poisson

¥
~ EmExemplo 13.5 &
| - Uma esfera homoaénea de raio r e massa m gira com velocidade anguiar
@, a0 redor de um diimetro horizontal, guando se choca com um plano hori-
- ‘zontal.

. _ RN . Y N 3 v Khaep
= Nesse instante seu baricentro tem velocidade Ve = el - vgj, na bas
= AN
| W. 1 ) indicada.
N&o hé escorregamento no contato e o coeficiente de restituicao ¢ igual

" "
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| Sendo 0O thoque sem atrito, os impulsos, que sao diretamente Opostos,
ultante dos impulsos: | tém a direcao de n.

|
i - .
| O Teorema do Momento dos Impulsos, aplicado sucessivamente aos

0 m l.l S u ) — X Fo ,y o ~ ‘ -
| . ( :3 G (1) solidos (1) e (2), mostra que esses solidos nao sofrem variacao de velocidade
| mlvg -vg)l=Y (2) : angular e, portanto, continuam com movimento de translacao imediatamente
J -
nome w dos impulsos: apos o choque.
1 Jlw' =w)=-Xr Pelo Teorema da Resultante dos Impulsos verifica-se que as velocidades
* pon (3) posteriores de (1) e (2) continuam na direcao de n e se tem:

ﬁmenta-ﬁemércla da esfera em relacao a seu didmetrq miAvy =—1, e meAv, =1

Ou
| ’ —
| Vg =g (4) MyAV, + MyAv, =0 (13.18)
corregamento posterior ao choque: Utilizando a expressao de Newlon para o coeficiente de restituicao, vem
’J ’ = - :
UG = 1"ty (H) \::", = 1_:"' — —{'[UE - \J 'l) (13.19]
.:~I | ‘ f = AV = V5 = Ve =(V] = Vy)==(1+e€)v,—V,) (13.20]
3 ;.; ‘m + 5“ u; _ 21‘(0 + SUU x . ZITI(I‘IIJ 3 U(i) 2 ., ‘ﬂ' E ! : : [ | 1] ( : |
4 ir el 1/ : - 7 | Resolvendo o sistema (13.18), (13.20) obtem-se:
s | m,
i, Ay Avy = —=2— (1 +e)(vy = Vy)

(15.21)

13.6 — Perda de energia cinética: Choque central e direto de
ﬁ‘ hoque de dois salidos é dito central se a normal de chogue contiver
05 "1::;“ 1 Inn ﬁi ng

_ dito diretc Se mwimmt«a anterior dos solidos for transla- =
2 1

: Lo
« ‘..J-_'J_F_..: L _-} ‘,-er* -h_. ‘[IJ‘.;: ‘ l" @ Elﬂ [ I ﬁh = E . l:" —_—e————
— | 2
i -.-‘

I e, usando (13.18) e (13.20):

m
AV, = =t (1] + €)(Vy = V4)
© My +m,

Calculando agora, neste tipo de choque, a perda de energia cinetica
definida por

e,

3 o e
(v% - vi)+ —2——lv,. -

F..,

miym 2
AP =2 (] - %)V, ~ V)
2(my + m,) ik

do e =0 o choque ¢ dito ineldstico e essa perda ¢ maxima.

"_"Q_'-T_.:- (3 Erﬂ 1 ﬂ chﬁqu@ éﬁim 0 srfeltamen ] e]ésucﬂ e essa pt_“l"{i.,l ¢ nula.
: o ! X srdda relativa,
No caso parti el “f'” Lo ‘i’u JLL"" 10 mostra quc. 4 a perda

"- N

E ' @

" WY W T

(13.2<)
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r um prego, deseja-se comunicar energia cinética a ele.
ﬁveiuma pequena perda de energia cinética no choque
walo de tempo, anterior ao choque, supondo que este

iderado como central e direto (supondo que o cabo dg
| i ssa desprezivel), a formula (13.22) mostra que ser;
tmy > my, (massa do martelo muito maior do que a massg

“m
g

oy}

L
,
E

§
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